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OZET

HERMITE TiPLI MILNE-THOMSON POLINOMLARININ URETEC
FONKSIYONLARI VE BUNLARIN HESAPLAMALI BILIMLERDEKI
UYGULAMALARI

Neslihan KILAR

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK

Nisan 2021; 150 sayfa

Bu tezde, Hermite tipli Milne-Thomson polinomlar1 ve bunlarin iirete¢ fonksiyonlari
calisilmistir. Euler formiilii ve trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla insa edilen bu iire-
te¢ fonksiyonlar1 kullanilarak, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli bazi
polinom aileleri de calisilmistir. Bernoulli tipli say1 ve polinom aileleri, Euler tipli say1 ve
polinom aileleri, Genocchi tipli say1 ve polinom aileleri, Stirling sayilar1 gibi iyi bilinen
baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin tanimlar1 ve baz1 6zellikleri verilmistir. Elde edilen
yeni iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin fonksiyonel denklemleri, 6zel integral formiilleri ve
trigonometrik fonksiyonlar kullanilarak, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson
polinomlari, r-parametreli Hermite tipli polinomlar1 ve diger baz1 6zel polinom ailele-
rini igeren formiiller, bagitilar ve 6zdeslikler verilmistir. Ayrica, yiiksek mertebeden
Apostol-Bernoulli sayilari, yiiksek mertebeden Apostol-Euler sayilari, yiiksek mertebe-
den Apostol-Genocchi sayilari, tanjant sayilari, kotanjant sayilari, Chebyshev polinom-
lar1, Dickson polinomlari, Fubini tipli sayilar1 ve polinomlari, genellestirilmis Hermite-
Kampe de Feriet polinomlari, Milne-Thomson tipli polinomlar1 ve iki parametreli Apos-
tol tipli polinomlar1 basta olmak {izere baz1 6zel say1 ve polinom ailelerini iceren ba-
gintilar ve kombinatorik toplamlar elde edilmistir. Bu tez calismasinda, ayni zamanda
r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailelerini i¢eren tirete¢ fonk-
siyonlarinin bazi 6zel durumlar da ¢izelgeler halinde sunulmustur. Bunlara ek olarak,
baz1 6zel say1 ve polinom aileleri i¢in hesaplamali algoritmalar verilmistir ve bu algorit-

malarin bazilar1 Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardimiyla



kodlanarak, r-parametreli Hermite tipli polinom aileleri ve r-parametreli Hermite-tabanl
Milne-Thomson tipli polinom ailelerinin degerleri hesaplanmis, grafikleri ve yiizeyleri

cizilmistir.
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linomlar, Iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlar, Ozel sayilar ve polinomlar,
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ABSTRACT

GENERATING FUNCTIONS OF HERMITE TYPE MILNE-THOMSON
POLYNOMIALS AND THEIR APPLICATIONS IN COMPUTATIONAL
SCIENCES

Neslihan KILAR

PhD Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK
April 2021; 150 pages

In this thesis, Hermite type Milne-Thomson polynomials and their generating functi-
ons have been studied. By using these generating functions constructed with the help of
the Euler’s formula and trigonometric functions, some families of r-parametric Hermite-
based Milne-Thomson type polynomials have also been studied. The definitions and some
properties of some well-known families of special numbers and polynomials, such as
families of Bernoulli type numbers and polynomials, families of Euler type numbers
and polynomials, families of Genocchi type numbers and polynomials, and the Stirling
numbers, have been given. With the help of the newly obtained generating functions and
their functional equations, special integral formulas and trigonometric functions, we have
been given formulas, relations and identities including the r-parametric Hermite-based
Milne-Thomson polynomials, the r-parametric Hermite type polynomials and some ot-
her families of special polynomials. In addition, relationships and combinatorial sums
for some families of special numbers and polynomials, which include especially the
Apostol-Bernoulli numbers of higher order, the Apostol-Euler numbers of higher or-
der, the Apostol-Genocchi numbers of higher order, the tangent numbers, the cotangent
numbers, the Chebyshev polynomials, the Dickson polynomials, Fubini type numbers
and polynomials, the generalized Hermite-Kampe de polynomials, Milne-Thomson type
polynomials, and two parametric kinds of Apostol type polynomials, have been obtained.
In this thesis, some special cases of generating functions, including families of the r-

parametric Hermite-based Milne-Thomson type polynomials, have also been presented in
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tables. Additionally, for some families of special numbers and polynomials, computati-
onal algorithms have been given and by coding some of these algorithms in the Mathema-
tica package program with the help of the Wolfram programming language, the values for
families of the r-parametric Hermite type polynomials and families of the r-parametric
Hermite-based Milne-Thomson polynomials have been calculated, and their graphs and

surfaces have been drawn.

KEYWORDS: Bernoulli numbers and polynomials, Chebyshev polynomials, Dickson
polynomials, Euler numbers and polynomials, Fubini type numbers and polynomials, Ge-
neralized Hermite-Kampe de Feriet polynomials, Generating functions, Genocchi num-
bers and polynomials, r-parametric Hermite-based Milne-Thomson type polynomials, 7-
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ONSOZ

Ureteg fonksiyonlari, trigonometrik fonksiyonlar, 6zel say1 ve dzel polinom aileleri
ozellikle son yillarda matematik, matematiksel fizik, kuantum fizik, olasilik ve istatis-
tik gibi bircok bilim dalinda uygulama alanlarina sahiptir. Bu tez calismasinda, Hermite
tipli polinom ailelerini igeren bazi 6zel polinom ailelerinin temel 6zellikleri detayli ola-
rak incelenmigtir. Euler formiilii ve trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla insa edilen
r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailelerinin ve r-parametreli
Hermite tipli polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlari ve bazi 6zellikleri aragtirilmagtir.
Bunlarin yan1 sira bu polinom ailelerinin iligkili oldugu tanjant sayilari, kotanjant sayilari,
Chebyshev polinomlari, Dickson polinomlari, Apostol-Bernoulli say1 ve polinom aile-
leri, Apostol-Euler say1 ve polinom aileleri, Apostol-Genocchi say1 ve polinom aileleri,
Fubini tipli say1 ve polinom aileleri, genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet polinom-
lar1, Milne-Thomson polinomlari ve iki parametreli Apostol tipli polinomlar1 basta olmak
izere bazi 0zel say1 ve polinom ailelerini iceren bagintilar, formiiller ve kombinatorik top-
lamlar elde edilmistir. Ayrica, baz1 6zel say1 ve polinom aileleri i¢cin hesaplamali algorit-
malar verilmistir ve bu algoritmalarin bazilar1i Mathematica paket programinda Wolfram
programlama dili yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite tipli polinom aileleri ve
r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailelerinin degerleri hesap-
lanmus, grafikleri ve yiizeyleri ¢izilmistir. Boylece, 6zel say1 ve polinom aileleri icin elde
edilen hesaplama formiillerinin ve bunlarin algoritmalarinin hesaplamali bilim ve miihen-
dislik alanlarindaki bazi uygulamalar da verilmistir.

Bu tez, Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma, Sonuclar
olmak iizere bes ana boliimden olugmaktadir.

Girig boliimiinde, Hermite tipli polinom aileleri, Milne-Thomson tipli polinom aile-
leri ve bunlarla iligkili olan baz1 6zel polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlarinin 6nemi
ve tarihcesi hakkinda kisaca bilgi verilmistir. Ardindan, bu tez ¢aligmasinin kapsami ve
amaci kisaca agiklanmustir.

Kaynak taramasi boliimiinde, Bernoulli tipli say1 ve polinom aileleri, Euler tipli say1
ve polinom aileleri, Genocchi tipli say1 ve polinom aileleri, Frobenius-Euler say1 ve po-
linom aileleri, tanjant sayilari, kotanjant sayilari, Stirling sayilari, Fubini tipli say1 ve po-

linom aileleri, Milne-Thomson tipli polinom aileleri, Hermite-Kampe de Feriet tipli poli-



nom aileleri, iki parametreli Apostol tipli polinom ailelerinin tanimlari, temel 6zellikleri
ve bazi uygulamalari literatiir taramasi ile birlikte verilmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde, r-parametreli Hermite tipli polinom ailelerinin ve 7-
parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyon-
lariin tanimlari, temel 6zellikleri ve bunlarin bazi1 uygulamalar1 verilmistir. Ayrica, bu
polinom ailelerinin iligkili oldugu diger baz1 6zel say1 ve polinom aileleri arasindaki ba-
gintilar da verilmistir.

Bulgular ve Tartigma boliimiinde, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson po-
linom ailelerinin iligkili oldugu Chebyshev polinomlari, Dickson polinomlari, iki pa-
rametreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlari, iki parametreli Apostol-Euler tipli poli-
nomlari, iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlari, tanjant sayilar1 ve kotan-
jant sayilarini iceren Ozdeslikler, bagintilar ve formiiller elde edilmistir ve bu polinom
ailelerinin sagladig1 bazi 6zel integral formiilleri ve bunlarin uygulamalart verilmistir.
Ayrica, Hermite tipli polinom ailelerinin bazilari i¢in niimerik hesaplamalar yapan al-
goritmalar verilmistir. Bu algoritmalarin bazilar1 Mathematica paket programinda Wolf-
ram programlama dili yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite tipli polinomlarin ve
r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinomlarin degerleri hesaplanmais,
grafikleri ve yiizeyleri ¢izilmistir.

Tezin diger boliimleri ise Sonuclar ve Kaynaklar boliimleri olup, bu tez calismasi
Ozgecmis ile bitmektedir.

Bu tez ¢alismasinda ve bugiine kadar yaptigim bilimsel ¢caligmalarda bilgisini ve des-
tegini esirgemeyerek bana her zaman yardimci olan ve yol gosteren sayin danigsmanim
Prof. Dr. Yilmaz SIMSEK ’e yiirekten tesekkiir ederim ve saygilarimi sunarim.

Doktora egitimim sirasinda 6ncelikli tematik alanlarda 100/2000 YOK Doktora Pro-
jesi kapsaminda verdigi burs ile beni maddi yonden destekleyen Yiiksekogretim Kurulu
Bagkanligi’na tesekkiir ederim.

Doktora egitimim sirasinda 2211-Yaurt I¢i Lisansiistii Burs Programi kapsaminda ver-
digi burs ile beni maddi yonden destekleyen TUBITAK BIDEB Bilim Insam Destek Prog-
ramlar1 Bagkanligi’na da tesekkiir ederim.

Ayrica, egitim hayatim boyunca her zaman yanimda olan aileme de yiirekten tesekkiir

ederim.
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1. GIRIS

Hermite polinomlart ilk olarak 1810 yilinda Pierre-Simon Laplace tarafindan tanim-
lanmis ve 1859 yilinda Pafnuty Chebyshev’in “Sur le développement des fonctions a une
seule variable” adl1 calismasinda ayrintili olarak incelenmistir. Daha sonrasinda da Char-
les Hermite tarafindan Hermite polinomlar olarak adlandirilmigstir ve bu konuda birbirin-
den degerli eserler verilmistir (Bkz: Laplace 1812; Chebyshev 1859; Hermite 1864; Gould
ve Hopper 1962; Roman 1984; Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996; Bretti ve Ricci 2004;
Khan vd. 2009; Pathan 2012; Kurt 2013; Kurt ve Simsek 2013b; Ozarslan 2013; Bayad ve
Simsek 2014; Dere ve Simsek 2015; Araci 2018; Kilar ve Simsek 2021b,c). Hermite poli-
nomlari, 6zel fonksiyonlar ailesinin dnemli bir boliimiinii olusturan ortogonal polinomlar
siifinda yer almaktadir ve matematik, fizik, astronomi, istatistik gibi bircok bilim dalinda
onemli kullanim ve uygulama alanlarina sahiptir. Ayn1 zamanda, Hermite polinomlarinin,
fizikte Shrodinger dalga denklemi ve baz1 6zel diferansiyel denklemlerinin ¢éziimlerinde
de sikca kullanildig: iy1 bilinmektedir. Milne-Thomson polinomlari ise, 1933 yilinda Lo-
uis Melville Milne-Thomson tarafindan “Two classes of generalized polynomials” adli
calismada tanimlanmistir ve pek ¢ok matematik¢i ve daha bircok aragtirmaci bu alanda
birbirinden degerli eserler vermistir (Bkz: Milne-Thomson 1933; Dere ve Simsek 2015;
Simsek ve Cakic 2018; Simsek 2019; Kilar ve Simsek 2020a; Kilar ve Simsek 2021b,c).

Ureteg fonksiyonlari, ilk olarak 1730 yilinda Abraham de Moivre tarafindan dogrusal
rekiirans problemini ¢6zmek i¢in tammlanmistir. Ureteg fonksiyonlari, bigimsel bir kuv-
vet serileri icin tanimlanan islemleri iceren bazi ifadelerle kapali formda ifade edilebilme
bicimidir. Yani, bir say1 veya polinom dizisinin bi¢imsel bir kuvvet serilerinin katsayi-
larin1 kodlamak, rekiirans bagintilarin1 ve hesaplama formiillerini elde etmek veya rekii-
rans bagintis1 verilen herhangi bir 6zel say1 ve polinom ailesinin kapali bir formiiliinii
bulmak icin iirete¢ fonksiyonlarindan faydalanmilmaktadir (Bkz: Rainville 1960; Comtet
1974; Knuth 1997). Matemati8in tarihsel gelisimine bakildiinda, iirete¢ fonksiyonlari
ve bunlarin fonksiyonel denklemlerinin, 6zel say1 ve polinom ailelerinin, trigonometrik
fonksiyonlar ailesinin olasilik ve istatistik, kombinatorik, niimerik analiz, analitik sayilar
teorisi, matris teorisi gibi hem teorik ve hem de uygulamali matematik alaninda 6nemli

bir rol oynadig1 ve bir¢ok uygulamalarinin oldugu goriilmektedir. Bu fonksiyonlar yardi-
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miyla, bir¢ok 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlarini iceren fonksiyonel
denklemleri, 6zel integral formiilleri ve bazi 6zellikleri kullanilarak bu tezde bircok ba-
ginti, 6zdeslik, formiil ve kombinatorik toplamlar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda, Euler formiilii ve trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla inga edi-
len r-parametreli Hermite tipli polinom aileleri ve r-parametreli Hermite-tabanli Milne-
Thomson tipli polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi temel 6zellikleri
incelenmistir. Bu polinom aileleri ile iligkili olan, Bernoulli tipli say1 ve polinom aileleri,
Euler tipli say1 ve polinom aileleri, Genocchi tipli say1 ve polinom aileleri, Fubini tipli
say1 ve polinom aileleri, Stirling sayilari, tanjant sayilari, kotanjant sayilari, Chebyshev
polinomlari, Dickson polinomlari, iki parametreli Apostol tipli polinom aileleri ve diger
iyi bilinen baz1 6zel say1 ve polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi 6zellikleri
verilmigtir. Bu tezde, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailele-
rinin 6zel durumlarindan elde edilen bazi iirete¢ fonksiyonlari ¢izelgeler halinde verilmig-
tir. Dahasi, r-parametreli Hermite tipli polinom aileleri ve r-parametreli Hermite-tabanl
Milne-Thomson polinom ailelerinin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin sagladigi fonksi-
yonel denklemler kullanilarak, bu polinom aileleri i¢in bir¢ok 6zdeslikler, bagintilar ve
formiiller elde edilmistir ve bunlarin bazi uygulamalar1 verilmistir. Ayrica, Hermite tipli
polinom ailelerinin bazilar1 i¢in niimerik hesaplamalar yapan algoritmalar da verilmistir.
Bu algoritmalarin bazilari Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili
yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite tipli polinom ailelerinin ve r-parametreli
Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom ailelerinin degerleri hesaplanmis, grafik-
leri ve yiizeyleri ¢izilmistir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuclarin analitik sayilar teorisi, analiz ve fonksiyon-
lar teorisi, hesaplamali say1 teorisi, kombinatorik analizde sayma problemleri, olasilik ve
istatistikte moment ¢ikaran iirete¢ fonksiyonlari, matematiksel fizikte 1s1 denklemini ice-
ren diferansiyel denklem ¢oziimleri, bilgisayarda temel algoritmalar basta olmak {iizere,
matematik, matematiksel fizik, kuantum fizik, hesaplamali bilim ve miihendislik, olasilik

ve istatistik gibi bir¢ok alanda kullanilma potansiyeli vardir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez boyunca sik¢a kullanilacak olan bazi temel tanimlar, bagintilar ve
formiiller verilecektir. Bu boliimdeki temel tanimlar i¢in Dickson 1897, Milne-Thomson
1933, Norlund 1954, Abramowitz ve Stegun 1970, Comtet 1974, Conway 1978, Dattoli
vd. 1994, Knuth 1997, Bretti ve Ricci 2004, Srivastava ve Pinter 2004, Liu 2009, Srivas-
tava ve Choi 2012, Simsek 2013, Kim ve Ryoo 2018, Kilar ve Simsek 2019b, Masjed-
Jamei vd. 2019, Simsek 2019, Srivastava vd. 2019 kaynaklarindan yararlanilmigtir.

Tanmm 2.1. Bir w = f (2) karmagsik fonksiyonu, zy noktasinda ve bunun bir komsulugun-
daki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyor ise f fonksiyonuna zy noktasinda analitik

fonksiyon denir (Conway 1978).

Tanmim 2.2. z, a,, € C olmak iizere,

[e.e]

Z&n (z—20)"=ap+a1 (2 —20) +ag (2 — 20)2 + ...
n=0

seklindeki bir seriye zy merkezli kuvvet serisi denir (Conway 1978).

Tanm 2.3. Herhangi bir f, (x) polinomunun iirete¢ fonksiyonu F (x,t) olmak iizere, bu

fonksiyon
[e.e] t”
= ; In (:C) E

kuvvet serisi ile tammlamir. Burada F (z,t), f, (x) polinomunu iiretir denir (Rainville

1960).

Bu tez ¢alismasinda siklikla kullanilan sonsuz seri ¢apimlar1 ve bunlarin bazi 6zellik-

leri asagidaki gibi verilir:

Teorem 2.4.

ve
Zb—

serileri verilsin. Bu iki serinin Cauchy ¢arpumi a;agldaki sekilde verilir:

ZZ( )aw ZZ( )a]njn @.1)

n=0 j=0 n=0 j=0
(Rainville 1960; Andrews 1998).
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Genel olarak, r tane mutlak yakinsak sonsuz serilerin carpimi asagidaki teorem yar-

dimiyla hesaplanir.

Teorem 2.5. r tane mutlak yakinsak sonsuz seri verilsin. Bu serilerin carpumi asagidaki

sekilde verilir:

ve

(Liu 2009; Srivastava vd. 2010).

Teorem 2.6. Egerr € N\ {1} ise Ny, No, ...

yakinsak sonsuz serinin ¢carpimi

2 Al )
n1=0
n2

‘ Z A (nl’ N2 — Ny, y o — nr—l)

n1=0
Z A(n1, ,n,,) (2'3)
n1=0
'ZA(nl’n2+”17--~a”1+"'+nr)

n1=0

, N,_1 € N olmak iizere, asagidaki mutlak

Y D Am,.ny) (2.4)
ny=0n,_1=0 n1=0
- %5 [#
= Z Z "'ZA(nla’rLQ_Nlnlv-";nr_NT—lnr—l)-
nyr=0n,_1=0 n1=0
dir. Egerr € N\ {1,2} ise N, Ny, ..., N,_1 € N olmak iizere,
00 {N:lll] [%21]
Z Z 'ZA(TH,---,TLT)
nr=0n,_1=0 n1=0
= Z Z . ZA(nl,ng—i—Nlnl,ng—l—N2N1n1+N2n2,..., (25)

dir (Srivastava vd. 2010).

n1=0

r—1 r—1
n, + H Njng + H Njng+---+ Np_1n,_1)

j=1 7j=2
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(2.4) ve (2.5) denklemleri yardimiyla asagidaki 6zel sonuglar elde edilir:

N o [3]
DD AGM) =) AG,n—2j)

n=0 j=0 n=0 j=0
ve

o (3] o oo
DD AGR) =) AGn+2))

n=0 j=0 n=0 j=0

(Rainville 1960; Andrews 1998).
Azalan faktériyel («), ve artan faktoriyel (Pochhammer sembolii) ()" ifadeleri si-
rastyla:
(a),=a(a=1)(a—=2)...(a—v+1)
ve
ala+)(a+2)...(a+v—-1), veN,aeC
1L, v=0,aeC

(@) =

seklinde tanimlanir. Ayrica,

Ve

dir (Srivastava ve Choi 2012).

Bu tez ¢alismas1 boyunca, sonlu toplamlar igin n = 0ise 0" = 1ven € Nise 0" =0
olarak kabul edilmektedir.

z,y € Rve

i?=—1

olmak tizere,

w=x+1y

bicimindeki sayilara karmagik say1 denir. Bir w = z + ¢y karmagik sayist verildiginde,
x sayisina, w karmagik sayisinin reel kismi, y sayisina da w karmagik sayisinin sanal

(imajiner) kismi1 denir ve bunlar sirasiyla

r = Re{w}, y =Im{w}

5
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ile gosterilir (Conway 1978).
w = x + 1y herhangi bir karmagik sayis1 olsun. Bu sayinin eslenigi (konjugesi) w ile
gosterilir ve

W=1x—1y

ile tanimlanir (Conway 1978).

Bu tez ¢alismasi boyunca dogal iistel fonksiyon i¢in
e” = exp (z)

gosterimi kullanilacaktir.

In: C\ {0} — C logaritma fonksiyonu, —7 < arg(w) < 7 olmak iizere,
In(w) = In |w| + i arg(w),

olarak tanimlanir (Conway 1978).
Trigonometrik fonksiyonlar ve iistel karmasik fonksiyonlar arasindaki iligskiyi veren

ve karmagik analizde iyi bilinen Euler formiilii,
exp(iz) = cos(z) + isin(z) (2.6)

seklinde tanimlanir (Conway 1978).
Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin bazilari icin hesaplamali algoritmalar ve-

rilecegi i¢in, simdi algoritma hakkinda kisaca bilgi verelim:

Tamm 2.7. Girdi olarak bir deger veya degerler kiimesi alan ve ¢ikti olarak da bir deger
veya degerler kiimesi iireten, iyi tanumlannmis herhangi bir hesaplama islemine (prosedii-
riine) algoritma denir. Bu nedenle algoritma; girdiyi ¢iktrya doniistiiren bir dizi hesapla-
mayi kullanarak, iyi tanimlanmig bir hesaplama problemini sonlu adimda ¢ozmek icin bir

arag olarak da goriilebilir (Knuth 1997; Cormen vd. 2009).
O halde, herhangi bir algoritma asagidaki verilen ozellikleri saglamalidir:
* Sifir veya daha fazla deger, disaridan girdi olarak girilebilmelidir.
* Cikt1 olarak da en azindan bir deger tiretmelidir.

* Her adimu belirleyici ve agik olmali, farkli anlamlar icermemelidir.

6
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* Sonlu sayida adim icermelidir.

» Kargilagilabilecek tiim ihtimalleri ele alabilecek kadar genel ve basit olmalidir

(Knuth 1997; Cormen vd. 2009).

2.1. Baz1 Ozel Say1 ve Polinom Ailelerinin Uretec Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Bu boliimde, k. mertebeden Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, k. mertebeden Euler
sayilar1 ve polinomlari, £. mertebeden Genocchi sayilar1 ve polinomlari, tanjant sayilari,
kotanjant sayilari, Stirling sayilari, Chebyshev polinomlari, Dickson polinomlari, k. mer-
tebeden Fubini tipli sayilart ve polinomlari, genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet
polinomlar1 ve Milne-Thomson tipli polinomlarimin tanimlart ve temel 6zellikleri kay-
naklariyla birlikte verilecektir.

)

|t| < 27 ve k € Z olmak iizere, k. mertebeden Bernoulli sayilari B ile gosterilir ve

asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

r k [ee) tn
AN — (k)
9B (t: k) = (exp(t)—l) => B! e (2.7)

n=0
Burada

B =1

ve her n € Nicin

B =

n

dir (Erdelyi 1953; Norlund 1954; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde
bulunan diger calismalara da bakilabilir.

k < 0 i¢in (2.7) denklemindeki Bflk) sayilarina negatif kuvvetli Bernoulli sayilar
denir. Bu tezin konusu kapsaminda ele alinmamustir.

k. mertebeden Bernoulli polinomlar1 By (x) ile gosterilir ve asagida verilen iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir:
o tn
AN ) — (k)
Fp(t,x;k) = gp (t; k) exp (xt) = E_O B (x) oy (2.8)

(Erdelyi 1953; Norlund 1954; Srivastava ve Choi 2012).
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(2.1), (2.7) ve (2.8) denklemleri yardimuiyla,
BY (z)=>" (Z‘) BM =i (2.9)
§=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, BY (x) polinomlari i¢in bir hesaplama for-

miludiir.

(2.8) bagintisinda her n € Nj i¢in
BY (2) = 2"

dir. Ayrica, x = 0 icin

Fp(t,0;k) = g5 (1 k)

elde edilir. Buradan

dir (Erdelyi 1953; Norlund 1954; Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005;
Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Srivastava vd. 2012).
(2.8) bagintisinda k = 1 alinirsa, F (¢, x; 1) fonksiyonu birinci tiir Bernoulli poli-

nomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
B, (z) = BY (z) (2.10)

ile gosterilen birinci tiir Bernoulli polinomlar: elde edilir.
(2.7) bagintisinda k = 1 alinirsa, g (¢; 1) fonksiyonu birinci tiir Bernoulli sayilarinin

tirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
B, = BW

ile gosterilen birinci tiir Bernoulli sayilari elde edilir.
By = 1ven > 1 olmak iizere, birinci tiir Bernoulli sayilar1 asagidaki rekiirans bagin-

tist ile hesaplanir:

B, =Y (?) B; @.11)

7=0
(Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1970; Milne-Thomson 1980; Srivastava ve Pinter
2004; Srivastava ve Choi 2012).



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

(2.11) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Bernoulli sayi-

larinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

1
By =1, 312—5, By=—, By=—4~, Bsg=—, Bg=—-.

1
6 30 42 30

Burada, n > 1i¢in By, 1 = 0 olur.
(2.9) denkleminde k£ = 1 alinirsa, birinci tiir Bernoulli polinomlarinin birka¢ degeri

asagidaki gibi hesaplanir:

B()(J]) = 17

1
By (x) = T =5,

1

By (x) = $2—x+6,

3 1
Bs(x) = x3—§x2+§x,

g 1

Ikinci tiir Bernoulli sayilar b, ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile

tanimlanir:
oo

t tm
)= —— = bn,— 2.12
9 (1) In(1+1) nzzg n! (2.12)

(Comtet 1974; Roman 1984). Bu sayilar, Cauchy sayilar1 olarak da bilinir.
b, () ile gosterilen ikinci tiir Bernoulli polinomlari asagida verilen iirete¢ fonksiyonu

ile tanimlanir:
o0

Fy(te) =gy () (1407 = ba ()

n=0

tTL

n!

(2.13)

(Comtet 1974; Roman 1984).
(2.13) bagintisinda z = 0 i¢in

elde edilir. Buradan

dir (Comtet 1974; Roman 1984).
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(2.13) bagintis1 kullanilarak, ikinci tiir Bernoulli polinomlar1 asagidaki bagint1 ile he-

saplanir:
41

b, (z) = / (u), du (2.14)

(Comtet 1974; Roman 1984).
(2.14) bagmtisinda x = 0 alinursa, ikinci tiir Bernoulli sayilar agagidaki baginti ile

hesaplanir:
1

b, = / (u), du (2.15)
0
(Comtet 1974; Roman 1984). Bu sayilar Cauchy sayilari olarak da adlandirilmaktadir.

(2.15) denklemi kullanilarak, ikinci tiir Bernoulli sayilarinin birkac degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
1 1
0 ) 1 27 2 67 3

(2.14) denklemi kullanilarak, ikinci tiir Bernoulli polinomlarimin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
b() (Zlf) = 1,
by () = =+ =,
1
b2 (l’) = 'T2 - 67
3 1
b _ 3 2,2 -
3 () ” = o - 7
19
by(z) = 2% —42® +42* — 30
15 55 9
bs () = 2°— 7:174 + 3333 — 152% + T

|t| < 7 ve k € Z olmak iizere, k. mertebeden Euler sayilari EY ile gosterilir ve

asagida verilen iiretec fonksiyonu ile tanimlanir:
g (1) = | ——— T i EWE (2.16)
’ exp (t) +1 L=l '

Burada

EY =1

10
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ve her n € Nicin

EY =0

dir (Erdelyi 1953; Norlund 1954; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde
bulunan diger ¢alismalara da bakilabilir.
k. mertebeden Euler polinomlart E (x) ile gosterilir ve asagida verilen iireteg fonk-

siyonu ile tamimlanir:
oo tn
. . — (k)
Fg(t,x;k) = gp (t; k) exp (2t) = 5_0 E)Y (z) . (2.17)

(Erdelyi 1953; Norlund 1954; Srivastava ve Choi 2012).
(2.1), (2.16) ve (2.17) denklemleri yardimuyla,
EW () = zn: (”) EW (2.18)
=0
kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, EP (x) polinomlari i¢in bir hesaplama for-
miiludiir.

(2.17) bagintisinda her n € Ny icin
B (z) =a"
dir. Ayrica, x = 0 i¢in

elde edilir. Buradan

B =B (0)

dir (Srivastava ve Pinter 2004; Luo ve Srivastava 2005; Srivastava 2011; Srivastava ve
Choi 2012).
(2.17) bagintisinda k = 1 alinirsa, Fg (¢, x; 1) fonksiyonu birinci tiir Euler polinom-

larinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
E, (z) = B! (z)

ile gosterilen birinci tiir Euler polinomlar: elde edilir.
(2.16) bagintisinda k£ = 1 alinirsa, g (¢; 1) fonksiyonu birinci tiir Euler sayilarinin

tirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
E,=EW (2.19)

11
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ile gosterilen birinci tiir Euler sayilar1 elde edilir.
Ey = 1ven > 1 olmak iizere, birinci tiir Euler sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi

ile hesaplanir:

E,=-Y (n) E (2.20)

§=0
(Erdelyi 1953; Abramowitz ve Stegun 1970; Srivastava ve Choi 2012).

(2.20) denkleminde verilen rekiirans bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Euler sayilariin
birka¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

1 1 1 17 31
Bo=1, Ev=-3, EBs=7, Bs=—g, Br=—, Hy=—-7.

Burada, n > 1 i¢in F5, = 0 olur.
(2.18) denkleminde £ = 1 alinirsa, birinci tiir Euler polinomlarinin birka¢ degeri

asagidaki gibi hesaplanir:

Eo(.’lT) = 1,

1
Ey(x) = T3
Ey(z) = 2°— =,

3 1
E Al 3 2.2 -
3 () -+,
Ey(r) = 2*—22°+1,

D D 1
E _ 5_2.4 .92 2 1
5 () 2’ =5 +2x 5

|t| < 7 olmak iizere, ikinci tiir Euler say1lar1 £ ile gosterilir ve asagida verilen iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir:

1 2 exp(x) N
h(z) — _ L 221
sech () cosh (z)  exp(2z)+1 nZ:o "n! 2:21)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Simsek 2010).
(2.19) ve (2.21) bagintilar1 kullanilarak,

E, =Y (m> 21 F; (2.22)

=0 \J
elde edilir (Abramowitz ve Stegun 1970; Simsek 2010).
(2.22) bagintist kullanilarak, ikinci tiir Euler sayilarinin birka¢ degeri asagidaki gibi

hesaplanir:
Ey=1, Bf=0, E;=—1, B;=0, B;=5 FE5=0.

12
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Burada, n > 0 i¢in £, ; = 0 olur.
|t| < m ve k € Z olmak iizere, k. mertebeden Genocchi sayilari G, ile gosterilir ve

asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

ot P tn
thy=——m ) =) gW_, 2.23
g (k) (exp(t)—l—l) nz; "ol ( )
Burada
G =1
ve her n € Nicin
GO =0

dir (Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde bulunan
diger calismalara da bakilabilir.

k. mertebeden Genocchi polinomlart G, (x) ile gosterilir ve agsagida verilen iireteg
fonksiyonu ile tanimlanir:

tn

- (2.24)

Fg (t, k) = g (t: k) exp (at) = Y GP (x)

n=0
(Srivastava 2011; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Srivastava vd. 2012;
Araci vd. 2014; Zou 2017).
(2.1), (2.23) ve (2.24) denklemleri yardimuyla,
GP (z) =" (”) W, (2.25)

=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, Gflk) (x) polinomlari i¢in bir hesaplama for-
miilidiir.

(2.24) bagintisinda her n € Ny i¢in

dir. Ayrica, x = 0 icin

Fg (t,05k) = ga (t; k)

elde edilir. Buradan
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dir (Srivastava 2011; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Srivastava vd.
2012; Araci vd. 2014; Zou 2017).
(2.24) bagintisinda k£ = 1 alinirsa, Fg (¢, x; 1) fonksiyonu Genocchi polinomlarinin

irete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,

ile gosterilen Genocchi polinomlari elde edilir.
(2.23) bagintisinda £ = 1 alinirsa, g¢ (t; 1) fonksiyonu Genocchi sayilarinin iireteg
fonksiyonuna indirgenir. Yani,

G, =G

ile gosterilen Genocchi sayilari elde edilir.
Go =0, G = 1ven > 2olmak iizere, Genocchi sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi

ile hesaplanir:

Gu=—3 (Z) len (2.26)

(Zou 2017).
(2.26) denkleminde verilen rekiirans bagntisi kullanilarak, Genocchi sayilarinin bir-

kac degeri asagidaki gibi hesaplanir:
00207 Glzl, G2:_1, G4:1, G6:—3

Burada, n > 1 i¢in Gy, 11 = 0 olur.

(2.25) denkleminde £ = 1 alinirsa, Genocchi polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
Go(z) = 0,
Gi(x) = 1,
Go(r) = 2x—1,
Gs(z) = 32° — 3z,
Gy(r) = 42° —62% +1,
Gs(r) = ba* —102° + 5z.

14
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Sonucg 2.8. (2.7), (2.16) ve (2.23) bagintilarinda k = 1 alinirsa, Bernoulli sayilari, Euler

sayilari ve Genocchi sayilart arasindaki iliski asagidaki sekilde elde edilir:
2 (1 —2%") By = 2nEg 1 = Gay,
(Horadam 1991; Srivastava vd. 2012).

k. mertebeden Frobenius-Euler sayilari g (u) ile gosterilir ve agagida verilen iireteg
fonksiyonu ile tanimlanir:

n

1 —

(Kim ve Kim 2012; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).

(k) (

k. mertebeden Frobenius-Euler polinomlart H,, ' (x; u) ile gosterilir ve asagida verilen

irete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
Fup (t,z;u, k) = ggp (t;u, k) exp (xt) ZH(I“) Tyu) — (2.28)

(Kim ve Kim 2012; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).

Tanjant sayilar 7, ile gosterilir ve agagida verilen baginti ile tanimlanir:

32 1Tt7 =t
tan(t) =t+—+—+——+... = - 2.29
an(t) =t + 95 g+ ;Tn! (2.29)
Burada her n € Ny i¢in
7571 =0
oldugundan
t?n-‘rl
t n 2.30
an Z Tont1 75— (2 T 1) ( )

dir (Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Graham vd. 1994; Comtet 1974; Qi
2015).
(2.30) bagintis1 yardimuyla,

- n n t2n
t tan (¢ n; T4 (1 — 4 )B2n(2n)! (2.31)
ve
tan (t) = » _ (=1)"" 22”+1E2n+1ﬂ (2.32)
(2n +1)!

3
I
o

15
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elde edilir (Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Comtet 1974; Graham vd.
1994; Simsek 2010; Qi 2015; Kim ve Kim 2018).

Buradan (2.30), (2.31) ve (2.32) bagintilar1 kullanilarak, tanjant sayilari, birinci tiir
Bernoulli sayilar1 ve birinci tiir Euler sayilari arasindaki iligki asagidaki sekilde elde edilir:

" 227171 o 241171
= (2227

n
Ton1 = (=)™ 22" By

\
1— 22n+2

E2n+1 - BQn+2

n+1
(Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Comtet 1974; Graham vd. 1994; Simsek
2010; Qi 2015; Kim ve Kim 2018).
(2.30) bagintis1 kullanilarak, tanjant sayilarinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesapla-

nir:

Ti=1, T:=2, T:=16, T =272, T = T936.

Kotanjant sayilan C,, ile gosterilir ve asagida verilen baginti ile tanimlanir:

t t an
(Rademacher 1973; Kim ve Kim 2018).

Kotanjant sayilar1 ve birinci tiir Bernoulli sayilar arasindaki iliski asagidaki sekilde

verilir:
o0 t2n
— 1\ 92n v
tcot (t) = HEZO (—1)"2 Bgn(Qn)! (2.34)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Rademacher 1973; Kim ve Kim 2018).
Buradan (2.33) ve (2.34) bagintilar1 kullanilarak, kotanjant sayilar1 ve birinci tiir Ber-

noulli sayilar1 arasindaki iligski asagidaki sekilde elde edilir:

( _ 1)n Bon
Cop = ——— 2.35
(2.35) bagintis1 kullanilarak, kotanjant sayilarinin birkac degeri asagidaki gibi hesaplanir:

1 1 1
Co =1, CQZ_Ea C4=—%7 CGZ—M-

16
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n, k € Ny ve k < n olmak iizere, S; (n, k) ile gosterilen birinci tiir Stirling sayilari

asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

(In(1+17))" 1+t

Fs, (t,k) = Zsl n, k) t' (2.36)

(Riordan 1958; Comtet 1974; Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).
S1(0,0) =1,n > 0ise S1 (n,0) = 0ve k > nise S (n, k) = 0 olmak iizere, birinci

tiir Stirling sayilar1 asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:
Sink)=S(n—1Lk=1)—(n—1)S(n—1,k) (2.37)

(Riordan 1958; Graham vd. 1994).
Ayrica, birinci tiir Stirling sayilart

(z), =Y Si(n, k)" (2.38)
k=0

seklinde de yazilabilir (Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).
(2.38) bagintisinin her iki tarafinin x’e gore 0’dan 1’e integrali alinirsa ve (2.15) ba-
gintis1 kullanilirsa,
" S (n, k
b= kz:% ;c(+ 1 |
elde edilir.
(2.10), (2.13) ve (2.36) bagintilar1 kullanilarak, birinci tiir Bernoulli polinomlari, bi-
rinci tiir Stirling sayilari, ikinci tiir Bernoulli sayilari ve polinomlar arasindaki iligki aga-

gidaki sekilde verilir:

bo(x) = (1=n)b,+n(2—mn)by_1+nb,—1 B (x)

Zk”‘l 2.k~ 2) By (¢)

(Roman 1984).
(2.38) denklemi kullanilarak, birinci tiir Stirling sayilarinin birkag¢ degeri Cizelge 2.1

ile verilir:

17
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Cizelge 2.1. S; (n, k) igin baz1 sayisal degerler

n\k| O 1 2 3 4 ) 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 -1 1 0 0 0 0 0
3 0 2 -3 1 0 0 0 0
4 0 —6 11 —6 1 0 0 0
3 0 24 —50 35 —10 1 0 0
6 0 | =120 | 274 | =225 | 8 | —=15| 1 0
7 0 720 | —1764 | 1624 | =735 | 175 | =21 | 1

n, k € Ny ve k < n olmak iizere, n elemanli bir kiimenin £ tane ayrik ve bos olmayan

alt kiimeye parcalaniglarinin sayisina “ikinci tiir Stirling sayilar1” denir ve Sy (n, k) ile

gosterilir. Tkinci tiir Stirling sayilar1 asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanr:

FSz(tvk):W:ZSQ(nak)g

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.39)

S9(0,0) =1,n > 0ise Sy (n,0) = 0 ve k > nise Sy (n, k) = 0 olmak iizere, ikinci

tiir Stirling sayilar asagidaki rekiirans bagintisi ile hesaplanir:

Sg(ﬂ,k):]{?Sg(n—l,k>+52(n—1,k—1)

(Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).

(2.39) bagintisinda verilen tirete¢ fonksiyonu kullanilarak, ikinci tiir Stirling sayilari-

nin acik formiilii asagidaki gibi verilir:

52 (n, k)

(Riordan 1958; Temme 1996; Boyadzhiev 2012; Srivastava ve Choi 2012).

x| =
]~
i

[S—

N—

Bl

d
VR
. 3
~
k):

"0

e (H) ey

"0

?T‘lp—\
> |

(2.40)
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Ayrica, ikinci tiir Stirling sayilari
" = Sy (n, k) (z), (2.41)

seklinde de yazilabilir (Graham vd. 1994; Srivastava ve Choi 2012).
(2.41) bagintisinin her iki tarafinin x’e gore 0’dan 1’e integrali alinirsa ve (2.15) ba-

gintist kullanilirsa,

1 n
= S k)b
n+1 kz—() 2 (1, k) b

elde edilir.
(2.10), (2.13) ve (2.39) bagintilar1 kullanilarak, birinci tiir Bernoulli sayilar1 ve po-
linomlari, ikinci tiir Bernoulli polinomlart ve ikinci tiir Stirling sayilart arasindaki iliski

asagidaki sekilde verilir:

B,(x) = (1—-n)B,—nB,_1+nB,_1(x)b; (x)

n(n—1

+;U€——1352(n_27k_2)bk<x)

(Roman 1984).
(2.40) denkleminde verilen acik formiil kullanilarak, ikinci tiir Stirling sayilarinin bir-

kac degeri Cizelge 2.2 ile verilir:

Cizelge 2.2. S, (n, k) igin baz1 sayisal degerler

n\k| O 1 2 3 4 ) 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0 0 0
3 0 1 3 1 0 0 0 0
4 0 1 7 6 1 0 0 0
3 0 1 15 | 25 | 10 1 0 0
6 0 1 31 1 90 | 65 | 15 | 1 0
7 0 1 63 | 301 | 350 | 140 | 21 | 1

A € Cve k € Ny olmak iizere, S (n, k; \) ile gosterilen ikinci tiir A-Stirling sayilari
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asagida verilen iiretec fonksiyonu ile tanimlanir:

QeXp Zs (n, k; \) t' (2.42)

(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Simsek 2013).

Sonug 2.9. (2.42) bagintisinda \ = 1 alimirsa S (n, k; 1) = Sy (n, k) ikinci tiir Stirling
sayilari elde edilir (Luo ve Srivastava 2011; Simsek 2013).

Array polinomlar1 S (z) ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanim-

lanir:

(exp (t> - 1)1} exp xt Z Sn tr (2.43)

v!
(Chang ve Ha 2006; Simsek 2013).
Sy (x) = S"(x) = 1, S§(z) = 2" ve v > nise S” (z) = 0 olmak iizere, (2.43)
bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, array polinomlariin agik formiilii

asagidaki gibi verilir:

57 () = 1,2 0 (0) ey

(Chang ve Ha 2006; Simsek 2013).
Birinci tiir Chebyshev polinomlar1 7, (x) ile gosterilir ve agagida verilen iirete¢ fonk-

siyonu ile tanimlanir:
oo

1—uxt
1— 2zt + 2 Z 244)
(Comtet 1974; Rivlin 1974).

Ayrica, x = cos (0) ve n € Ny olmak iizere, birinci tiir Chebyshev polinomlari
T, (cos (0)) = cos (nd)

seklinde de yazilabilir (Comtet 1974; Rivlin 1974).
Ikinci tiir Chebyshev polinomlar1 U, (z) ile gosterilir ve asagida verilen iireteg fonk-

siyonu ile tamimlanir:

2.4
1—2xt+t2 ZU (2.43)

(Fox ve Parker 1968; Comtet 1974; Rivlin 1974; Benjamin vd. 2010).
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Ayrica, x = cos (6) ve n € Ny olmak iizere, ikinci tiir Chebyshev polinomlart

sin((n+1)0)

U (cos (0)) = S0 (0)

seklinde de yazilabilir (Comtet 1974; Rivlin 1974).
(2.44) ve (2.45) bagintilar1 kullanilarak birinci tiir Chebyshev polinomlar: ve ikinci

tiir Chebyshev polinomlar: arasindaki iligkiler agsagidaki sekilde verilir:
T, (z) = U, (x) — 2U,_1 (x) (2.46)

veE

T (2) = 2T, (2) — (1 — 2%) Upy (2) (2.47)

(Abramowitz ve Stegun 1970; Rivlin 1974).

(2.44) denklemi yardimiyla,

—
w3
—

T, (z) = (”) (2% — 1) 2% (2.48)
: 27

7=0
kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, birinci tiir Chebyshev polinomlari i¢in bir
hesaplama formiilidiir (Rivlin 1974; Benjamin vd. 2010).

(2.45) denklemi yardimiyla,

Upor (2) = (jS 1) (22 — 1) 2n % (2.49)

=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, ikinci tiir Chebyshev polinomlar: i¢in bir
hesaplama formiiliidiir (Rivlin 1974; Benjamin vd. 2010).

(2.48) bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Chebyshev polinomlarinin birkac¢ degeri asa-

gidaki gibi hesaplanir:

To(z) = 1,

T (x) = =,

Ty(z) = 22*—1,

Tz () = 42° — 3u,

Ty(z) = 8x*—8z%+1,

Ts (v) = 162° — 202° + 5.
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(2.49) bagintis1 kullanilarak, ikinci tiir Chebyshev polinomlarinin birkac¢ degeri asagi-

daki gibi hesaplanir:

s

= 1,

=

= 2,

S

= 8z° — 4z,

&

= 162* — 1222 + 1,

S

)
)
r) = 4a® -1,
)
)
)

= 322° — 3223 + 6.

=

Birinci tiir Dickson polinomlari D,, (z, «) ile gosterilir ve agagida verilen iirete¢ fonk-

siyonu ile tanimlanir:

—xt
-N"D, 2.50
1— 2t +at? Z (z,0) (2.50)

(Dickson 1897; Rassias vd. 1991; Lidl vd. 1993).
Ikinci tiir Dickson polinomlar1 ®,, (x, «) ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonk-

siyonu ile tanimlanir:

D 2.51
1—a:t+at2 Z (2, @) ( )

(Dickson 1897; Rassias vd. 1991; Lidl vd. 1993).
(2.50) ve (2.51) bagintilar1 kullanilarak, birinci tiir Dickson polinomlari ve ikinci tiir

Dickson polinomlar arasindaki iliski asagidaki sekilde elde edilir:
D, (z,a) =29, (z,a) — 20,1 (z,q).

Ayrica, (2.50) ve (2.51) bagintilarinda o = 1 alinirsa, Chebyshev polinomlar: ve Dickson
polinomlar1 arasindaki iligski asagidaki sekilde elde edilir:

D, (x,1) = 2T, (g) (2.52)
ve
D, (z,1) = U, (g) (2.53)

(Dickson 1897; Rassias vd. 1991; Lidl vd. 1993).

22



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

(2.50) denklemi yardimiyla,

D, (:c,a):% n (n_.j) (—a)! 2% (2.54)

pr il AN

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, birinci tiir Dickson polinomlari i¢in bir he-
saplama formiiliidiir (Dickson 1897; Rassias vd. 1991; Lidl vd. 1993).

(2.51) denklemi yardimiyla,
D, (z.0) = (n -/ ) (—a)! "% (2.55)
—\ J
j
kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, ikinci tiir Dickson polinomlar i¢in bir he-
saplama formiiliidiir (Dickson 1897; Rassias vd. 1991; Lidl vd. 1993).

(2.54) bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Dickson polinomlariin birka¢ degeri asagi-

daki gibi hesaplanir:

-

a7 =

Q

0

S

T,

Q

= gj"

S
S
Q

Y

.
o
S
o

= 2° - 3zq,

I

S

x, = 2t — 42’0 + 202,

Q

(z, )
(z, @)
2 (z,0) = 2”20,
(z, )
(z, @)
(z, @)

= 2% —523%a + bxa’.

-

T,

Q

5

(2.55) bagintis1 kullanilarak, ikinci tiir Dickson polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
Do (z,a) = 1,
D (z,a) = uw,
Dy (z,0) = 22 —a,
Ds(z,a) = 2°— 2xa,
Dy (z,a) = z*—32%a+a?,
D5 (r,0) = 2°—42’°a + 32a.

Fubini sayilar1 w,(n) ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
1 — tn
—_— = — 2.56
2 —exp () HZ:O wg(n)n! (2.56)
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(Comtet 1974; Good 1975; Kilar ve Simsek 2017; Kilar 2017).
(2.56) ve (2.40) bagintilar1 kullanilarak, Fubini sayilar1 ve 2. tiir Stirling sayilar: ara-

sindaki iligki asagidaki sekilde verilir:
wy (n) =Y _ 415 (n, §) (2.57)
§=0

(Comtet 1974; Good 1975; Kilar ve Simsek 2017).

)

k € Z olmak lizere, k. mertebeden Fubini tipli sayilar a'l) ile gosterilir ve agagida

verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

2k NN
o (LK) = = k), 2.58
# 0 = et 2" o
Burada
a(()o) = 1.
ve her n € Nicin
al® =0

dir (Kilar ve Simsek 2017; Kilar 2017).

k. mertebeden Fubini tipli polinomlar a'r) (x) ile gosterilir ve asagida verilen iireteg

fonksiyonu ile tanimlanir:

tn
n!

Fo(t, 23 k) = ga (k) exp (xt) = Y al) ()

n=0

(2.59)

(Kilar ve Simsek 2017; Kilar 2017).
(2.1), (2.58) ve (2.59) denklemleri yardimuyla,
a () =) (n) ayan (2.60)
j=0
kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, a'r) (x) polinomlari i¢gin bir hesaplama for-

miilidir.

(2.59) bagintisinda her n € Ny icin

dir. Ayrica, x = 0 i¢in
Fo(t,0;k) = ga (t; )
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elde edilir. Buradan

dir ve a,, sayilari ile Fubini sayilar1 arasindaki iliski asagidaki sekilde verilir:

a, = 22 (Z) wy(f)wg(n — j) (2.61)

(Kilar ve Simsek 2017; Kilar 2017).
(2.58) bagintisinda £ = u+v olmak iizere, k. mertebeden Fubini tipli sayilar agagidaki

rekiirans bagintisi ile hesaplanir:
gy — (”) af’ay,; (2.62)

(Kilar ve Simsek 2017; Kilar 2017).
(2.62) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardi-
miyla kodlanarak, k. mertebeden Fubini tipli sayilarinin hesaplamalart Mathematica Uy-

gulamasi 26 ile birlikte Bulgular ve Tartismalar boliimde verilecektir.

(2.60) bagitisinda £ = 1 alinirsa, at (x) polinomlarinin birkag degeri asagidaki gibi

hesaplanir:

agl) (x) = 2x+4,
(1 (z) = 2%+ 8z + 16,

agl) () = 22° 4 122% + 482 + 88.
(2.60) bagintisinda £ = 2 alinirsa, a'? (x) polinomlarinin birkag degeri asagidaki gibi

hesaplanir:

a§2) (x) = 4dx+ 16,
ol (z) = 42 + 322 + 96,

o () = 42° + 482 + 288z + 736.
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(2.60) bagmtisinda k = 3 alnirsa, a) (x) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki gibi

hesaplanir:

af’) (x) = 8x+48,
BV (2) = 82 + 96z + 384,

oV (x) = 8%+ 1442 + 1152z + 3744.

a,b € Rvewv € N olmak iizere, ys (n;x,y, z;a,b,v) ile Milne-Thomson tipli poli-

nomlart agsagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

R(t,z,y,z;a,b,v) = (b+ f(t a)) exp(zt + yh(t,v)) (2.63)
o tn

= Zyﬁ (n;x7y7z;aabﬂv)ﬁ

n=0
(Simsek 2019).
(2.63) bagintisinda y = 2z = 1 ve b = v = 0 alinirsa, o (x) ile gosterilen a.
dereceden Milne-Thomson polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir, yani

’I’L

f(ta)exp(at+g(t) =) @ (2.64)
n=0

olur (Milne-Thomson 1933).
(2.63) bagintisinda z = 1 ve b = 0 alinirsa, Dere ve Simsek (2015) tarafindan verilen

w;@ (z,y,v) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir, yani

f(t,a)exp (zt + yh (t,v) 21/1 (x,y,v _n (2.65)

olur (Dere ve Simsek 2015).
(2.63) bagintisinda y = 0 ve

(b+ f(t,a)) ZWM

seklinde bir kuvvet serisi olmak iizere, yg (n; x, z; a, b) ile gosterilen Appell tipli polinom-

lar agagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

(b+ f(t,a))” exp (xt) ZyG nxzab) : (2.66)

Buradan

Ys (n7 x,za, b) = Ye (n7 €, 07 z;a, b7 U)
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dir (Simsek 2019; Kilar ve Simsek 2021c).
Eger (2.63) bagintisinda x = y = 0 alinirsa,

tn
Ry (t,z;a,b) = (b+ f (t,a) Z% n;a,b) —' (2.67)

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanan z. mertebeden yeni bir 6zel fonksiyon elde edilir ve
yéz) (n;a,b) =ye (n;0,0,z;a,b,v)

ile gosterilir (Simsek 2019; Kilar ve Simsek 2021c).
a, b ve v nin baz1 6zel degerleri i¢in Milne-Thomson tipli polinomlarinin bazi 6zel

durumlar1 asagidaki gibi verilmistir:

Ornek 2.10. (2.66) bagintisinda b = 0 ve

t

T w=

alimirsa yiiksek mertebeden Bernoulli polinomlart ve Milne-Thomson tipli polinomlart

arasindaki iliski asagidaki sekilde verilir:

ye (n;,2;1,0) = B®) (x).

n

Ornek 2.11. (2.67) bagintisinda b = 0 ve

2

T = w1

alimirsa, yiiksek mertebeden Euler polinomlar: ve Milne-Thomson tipli polinomlart ara-

sindaki iligki asagidaki sekilde verilir:

ye (n;x,2;1,0) = E(Z)(x).

n

J > 2vej € N olmak iizere, HY (x,y) Hermite-Kampe de Feriet (Gould-Hopper)

polinomlar1 asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

oo tn
Fy (t,r,y,j) = exp (at + yt!) = ZH —‘ (2.68)
n=0 ’

(Gould ve Hopper 1962; Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996; Bretti ve Ricci 2004; Dere ve
Simsek 2015).
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(2.68) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, Hermite-Kampe de Feriet

polinomlarinin acik formiilii asagidaki gibi verilir:

n—js,,s

5]
HO) = nl u_ 2.69
?(@,y) =n 2_; ORI (2.69)
Bu polinom ailesi agagida verilen genellestirilmis 1s1 denkleminin ¢oziimleridir:

) o :
a_yf<x7y) = a_f(xay)a f<$,0) =2

)

(Gould ve Hopper 1962; Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996; Bretti ve Ricci 2004; Dere ve
Simsek 2015).
(2.69) bagintisinda j = 2 alinirsa, Hermite-Kampe de Feriet polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:
HY (2,y) =1, H (v,y) =2, H (2,y) = 2>+ 2y, HY (z,y) = 2 + 62y,

@ = (uy,us, . .., u,)olmak iizere, H,, (i, r) genellestirilmig Hermite-Kampe de Feriet
polinomlar1 asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
Fr(t,u,r) = exp (; ujtj> = nz% H, (u,r) Z—ﬂ: (2.70)
(Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996; Bretti ve Ricci 2004).
(2.70) bagintisinda,

r
m = E mj,
=1
ve

T
n= g Jjm;
Jj=1

olmak iizere, genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet polinomlari

— n' a mj
H, (i,r)= > Tl ] I (2.71)
j=1

Iy, (n|r)

seklindedir. Buradaki toplam, biiyiikliigii (eleman sayisi) en fazla r olan biitiin I1,,, (n | )
parcalaniglara kisitlanmig parcalaniglar tizerinde alinacaktir ve her bir j sayisinin pargala-

nis1 m; ile gosterilir (Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996; Bretti ve Ricci 2004).
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(2.70) bagintisinda verilen iiretec fonksiyonu kullanilarak, genellestirilmis Hermite-

Kampe de Feriet polinomlarinin acik formiilii asagidaki gibi verilir:

],

w H, i (4,7 —

H, (i,r) =nly  ——t—
2l n— 1)

(Dattoli vd. 1994; Dattoli vd. 1996).

1)

(2.72)

(2.72) bagmtisinda r = 3 alinirsa, genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet polinom-

larimin birka¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

3)
HO Uy, U2, Uz ,3 = 1,
HY 3) =
1 Uy, U2,uU3), = U,
3) A 2
H2 Uy, U2, U3 73 — u1+2u27

= U? = 6U1U2 -+ 6U3,
= uf + 12ufuy + 12u3 + 24uyus,

= uf + 20ufus + 60usuj + 60uiuz + 120usus.

2.2. Apostol Tipli Say1 ve Polinom Ailelerinin Uretec Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Bu boliimde, k. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, k. mertebeden
Apostol-Euler sayilar1 ve polinomlari, k. mertebeden Apostol-Genocchi sayilar ve poli-
nomlari, k. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler sayilar1 ve polinomlarinin tanimlari
ve temel Ozellikleri kaynaklariyla birlikte verilecektir.

A€ C, A = 1liken [t| < |27| ve A # 1 iken [t| < [|logA| olsun. k. mertebeden

Apostol-Bernoulli sayilari Bﬁlk)()\) ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile

tanimlanir: i
t > t"
tA k)= —— | = (B)(\)—. 2.73
gAB(a ) ) ()\exp(t)—l) nZ:OBn ( )Tl' ( )
Burada
BYM) =1
ve her n € Nicin
BO(\) =0

dir (Luo ve Srivastava 2005; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde

bulunan diger ¢alismalara da bakilabilir.

29



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

k. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari B (x; A) ile gosterilir ve asagida veri-
len iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

tn

n!

Fap (t,z; M\ k) = gap (N k) exp (zt) = > BW(a;)) (2.74)

WE

Il
=)

n

(Luo ve Srivastava 2005, 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.1), (2.73) ve (2.74) denklemleri yardimuyla,
n n B
BP (@ h) =) ( ,)B](-k)()\):v” j (2.75)

=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, Bgﬁ)(x; A) polinomlari igin bir hesaplama
formiiliidiir.

(2.74) bagintisinda her n € Ny icin
BO (z;\) = 2"
dir. Ayrica, x = 0 icin
Fap (t,0; M\ k) = gap (t; A\, k)
elde edilir. Buradan

B (A) = B (0; )

n

dir (Luo ve Srivastava 2005, 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.74) bagmtisinda A\ = 1 alinirsa, Flap (¢, z; 1, k) fonksiyonu k. mertebeden Bernoulli

polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
B (x) = B (x31)

ile gosterilen k. mertebeden Bernoulli polinomlar elde edilir.
(2.74) bagintisinda k = 1 alimirsa, Flup (¢, z; A, 1) fonksiyonu Apostol-Bernoulli po-

linomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
Bn(z:\) = B (23 ))

ile gosterilen Apostol-Bernoulli polinomlar: elde edilir.
(2.73) bagmtisinda k = 1 alinirsa, gap (¢; A, 1) fonksiyonu Apostol-Bernoulli sayila-

rinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
B.(N) = B" (V)
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ile gosterilen Apostol-Bernoulli sayilari elde edilir (Apostol 1951; Luo 2004; Luo ve Sri-
vastava 2005; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.73) bagintist kullanilarak, k. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilari agsagidaki ba-
gint1 ile hesaplanir:

n—=k . g j
B () _k'( ) (k+] 1) (i!( 1;3“52 (n—k ) (2.76)

“M

(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).

(2.76) denkleminde k£ = 1 alinirsa, Apostol-Bernoulli sayilarinin birka¢ degeri asagi-

daki gibi hesaplanir:
1 2\ 3A(A+1)
Bo(A) = 0, Bi(A) = ——, Bo(A\) = ——=, Bs(\) = —37,
o () =g B = e B0 =
AN(N +4x+1 BA(N + 1IN + 11  +1
B.s(A) = = ( I ), Bs (A) = ( 5 )
(A=1) A=1)

(2.75) denkleminde k& = 1 alinirsa, Apostol-Bernoulli polinomlarinin birka¢ degeri asagi-

daki gibi hesaplanir:
By (z;A) = 0,
By (x;X) = (/\il)’
By (x;\) = )\ilx_ 5 2_)\1)27
By (z:)) — 3 2 6 BA(A+1)

x+
A-1 =1 (A-1)°
A e C, A= liken |t| < |m| ve X # 1iken || < |log(—A)| olsun. k. mertebe-
den Apostol-Euler sayilari &(Lk)()\) ile gosterilir ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile

tanimlanir: i
2 > "
tA k)= —--—+-] = E (B)(\)—. 2.77

Burada

g0 =1

ve her n € Nicin

ED(N) =0

dir (Luo 2006; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde bulunan diger

calismalara da bakilabilir.
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k. mertebeden Apostol-Euler polinomlari gk (x; ) ile gosterilir ve asagida verilen

irete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

EW (z; /\)t— (2.78)

Fap (t, ;0 k) = gap (A, k) exp (21) = o

WE

Il
o

n

(Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.1), (2.77) ve (2.78) denklemleri yardimuyla,
n n »
EW (N =) ( ,)SJ(k’(A)m" J (2.79)

=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, gk (x; \) polinomlart igin bir hesaplama
formiiliidiir.

(2.78) bagintisinda her n € Ny icin
EOV(z: \) = 2"
dir. Ayrica, x = 0 icin
Fap (t,0;\ k) = gag (t; N\, k)
elde edilir. Buradan

EF(N) = EP(0; )

n

dir (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.78) bagintisinda A = 1 alinirsa, Fap (¢, z;1, k) fonksiyonu k. mertebeden Euler

polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
EY (x) = &M (x;1)

ile gosterilen k. mertebeden Euler polinomlari elde edilir.
(2.78) bagintisinda k = 1 alinirsa, Fag (t, z; A, 1) fonksiyonu Apostol-Euler polinom-

larmin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
En(x;0) = EW (23 \)

ile gosterilen Apostol-Euler polinomlar: elde edilir.
(2.77) bagintisinda k = 1 alinirsa, gag (£; A, 1) fonksiyonu Apostol-Euler sayilarinin

tirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
En(N) = EP )
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ile gosterilen Apostol-Euler sayilar elde edilir (Luo 2006; Luo ve Srivastava 2011; Sri-
vastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).
(2.77) bagitis1 kullanilarak, k. mertebeden Apostol-Euler sayilar1 asagidaki baginti

ile hesaplanir:

J

J m
"_> i 3 (k +m - 1) —<m! N o Gom)  @80)

J m A+ 1)Ftm

ey =0y

m=0
(Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Simsek 2018).
(2.80) denkleminde £ = 1 alinirsa, Apostol-Euler sayilarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
2 2\ 22(A—=1)
(N = —, &N =7, E&(N\) =—F,
o) = 7 sl (A +1)° 2() A +1)°
22 (A2 —4x +1 20 (AP =113 + 11A — 1
ey = 2RI gy 2 ol
(A+1) (A+1)
2X (A* = 26A% + 66A° — 26\ + 1
85 ()\) = ( 6 ) .
(A+1)
(2.79) denkleminde k£ = 1 alinirsa, Apostol-Euler polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki
gibi hesaplanir:
2
) = ——
50 (Ia ) \ + 17
2 2\
) = _
f1(@;A) Ar1 T (D
2 ZD\ 2A(A—1)
E(x\) = A T+ ,
(@A) = A+ (A+1)°
2 A AN -1 20 (A —4x + 1
53(56;/\) — 3 6 2 6( ) . ( +)

x T+ x
A+1 (A+1)° A+1)° A+ 1)
A€ C, A= 1liken [t| < |7| ve A # 1 iken |t| < |log (—\)| olsun. k. mertebeden

Apostol-Genocchi sayilari gék)()\) ile gosterilir ve agagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile

tanimlanir:
P - £
Gac (A ) = (m) =gy (2.81)
Burada
Gy (N) =1

ve her n € Nicin
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dir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012). Ayrica, kaynaklar boliimiinde
bulunan diger ¢alismalara da bakilabilir.
k. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlari G (x; \) ile gosterilir ve asagida veri-

len iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

o

tn
Fac (£, 250, k) = gac (6 A k) exp (at) = Y G (a3 N (2.82)

n=0
(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).
(2.1), (2.81) ve (2.82) denklemleri yardimuyla,

e =3 ()a e 2:83)

J=0

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, G (x; \) polinomlart igin bir hesaplama
formiiludiir.

(2.82) bagintisinda her n € Ny i¢in
G (3 ) = 2"
dir. Ayrica, x = 0 icin
FAG (ta 07 )‘7 k) = gAG (t7 )‘7 k)

elde edilir. Buradan

G\ =GP (0;N)

dir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).
(2.82) bagintisinda A = 1 alinirsa, Flag (¢,7;1, k) fonksiyonu k. mertebeden Ge-

nocchi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
G (x) = GV (1)

ile gosterilen k. mertebeden Genocchi polinomlar: elde edilir.
(2.82) bagmtisinda k = 1 alinirsa, Flag (¢, x; A, 1) fonksiyonu Apostol-Genocchi po-

linomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
Gu(a; ) = GV (250)
ile gosterilen Apostol-Genocchi polinomlar: elde edilir.
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(2.81) bagmtisinda k = 1 alinirsa, gag (¢; A, 1) fonksiyonu Apostol-Genocchi sayila-

rinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,

ile gosterilen Apostol-Genocchi sayilar elde edilir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava
2011; Srivastava ve Choi 2012; Zou 2017).
(2.81) bagintist kullanilarak, k. mertebeden Apostol-Genocchi sayilar1 agsagidaki ba-

gint1 ile hesaplanir:

gT(Lk)( 2 n! (k + j 1) (J!(—)‘?SQ (n—k,j) (2.84)
=0

| Jj+k
: A+1)

(Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011; Srivastava ve Choi 2012).

(2.84) denkleminde k£ = 1 alinirsa, Apostol-Genocchi sayilarinin birkag degeri asagi-

daki gibi hesaplanir:
2 4N 6A(N—1)
A) =0 A)= —— A) = =7
gO( ) ) gl( ) )\_I_la gQ( ) (>\+1)27 gS( ) (>\+1)3 ;
8A (N —4X+1) 10X (A° — 11A% + 11X — 1)

(2.83) denkleminde £ = 1 alinirsa, Apostol-Genocchi polinomlarinin birka¢ degeri asa-

g1daki gibi hesaplanir:

Go(z:)) = O,
G (z:)) = ALH

= Aftlgc_(Ai)Q’

Go(w:y) = O 2 122 60AO-1

T° — T+
A1 (A +1)° (A+1)°
(2.74), (2.78) ve (2.82) denklemleri yardimiyla, Apostol-Bernoulli polinomlari, Apostol-
Euler polinomlar1 ve Apostol-Genocchi polinomlar: arasindaki iligki asagidaki teorem

yardimiyla verilir:
Teorem 2.12. n,k € Ny, 0 < k < nve\ € C olmak iizere;

n!
oy (=) = (2) B (a3)

dir (Luo ve Srivastava 2011; Srivastava 2011).

GM (z;—-)\) =
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u € Cvewu # A\, A # 1 olsun. k. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler sayilari

(&) (A, u) ile gosterilir ve agagida verilen tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

gam (A u, k) = (i) Z HE — (2.85)

Aexp (t

Burada

HO (A u) =1

ve her n € Ni¢in

HO (A, u) =0

dir (Kim ve Kim 2012; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).
k. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler polinomlari HE (z; A\, u) ile gosterilir

ve asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:
Fag (t,z; A\ u, k) = gag (t; A\, u, k) exp (xt) Z’H x)\u — (2.86)

(Kim ve Kim 2012; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).
(2.1), (2.85) ve (2.86) denklemleri yardimuyla,

HEY (a0 ) = (n> 1Y (O u) 2" (2.87)

=0 \J

kombinatorik toplami elde edilir. Bu toplam, HE) (x; A, u) polinomlart i¢in bir hesaplama
formiiliidiir.

(2.86) bagintisinda her n € Nj i¢in
HO (2 N\, u) = 2"
dir. Ayrica, x = 0 i¢in
Fag (t,0;\,u, k) = gac (t; A\, u, k)

elde edilir. Buradan

HP (N, 1) = HP(0; 4, )

dir (Kim ve Kim 2012; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).
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(2.86) bagintisinda A = 1 alimirsa, Fuy (¢, x; 1, u, k) fonksiyonu k. mertebeden Frobe-

nius-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
HWY (z;u) = HP (2,1, u) (2.88)

ile gosterilen k. mertebeden Frobenius-Euler polinomlar: elde edilir (Kim ve Kim 2012;
Kurt ve Simsek 2013a; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).
(2.88) bagintisinda x = 0 ve A = 1 alimirsa, Flay (¢,0; 1, u, k) fonksiyonu k. mertebe-

den Frobenius-Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,

H® (u) = H® (0;u) (2.89)

n

ile gosterilen k. mertebeden Frobenius-Euler sayilar1 elde edilir (Kim ve Kim 2012; Kurt
ve Simsek 2013a; Simsek 2012, 2013; Bayad ve Kim 2016).
(2.73) ve (2.89) bagintilarinda k£ = 1 alinirsa,

B, (\) = H,1 (A7) (2.90)
A—1
elde edilir (Kim vd. 2008; Simsek 2013).
(2.86) bagintisinda v = —1 alinirsa, Fup (¢, z; A\, —1, k) fonksiyonu k. mertebeden

Apostol-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
MY (20, -1) = EP (2:)

ile gosterilen k. mertebeden Apostol-Euler polinomlar: elde edilir (Kim ve Kim 2012;
Kurt ve Simsek 2013a; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016).
(2.86) bagintisinda k& = 1 alinmas1 durumunda, Fay (¢, z; A, u, 1) fonksiyonu Apostol

tipli Frobenius-Euler polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
Ho (s M u) = HO (230, u)

ile gosterilen Apostol tipli Frobenius-Euler polinomlar: elde edilir (Kim ve Kim 2012;
Kurt ve Simsek 2013a; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016; Kucukoglu ve Simsek 2019).

(2.85) bagintisinda k = 1 alinirsa, gy (t; A, u, 1) fonksiyonu Apostol tipli Frobenius-
Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,

Ho (A u) = HP (N, u)
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ile gosterilen Apostol tipli Frobenius-Euler sayilari elde edilir (Kim ve Kim 2012; Kurt

ve Simsek 2013a; Simsek 2013; Bayad ve Kim 2016; Kucukoglu ve Simsek 2019).
(2.86) ve (2.88) bagintilart kullanilarak, £. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler

polinomlar1 ve k. mertebeden Frobenius-Euler sayilar1 arasindaki iligki asagidaki sekilde

elde edilir:

k
”Hg“) (x; A\, u) = (i\ : Z) H,(lk) (x; %) ) (2.91)

(2.91) denkleminde x = 0, k£ = 1 alinirsa ve (2.90) bagintis1 ile birlestirilirse, Apostol

tipli Frobenius-Euler sayilarinin birkac¢ degeri asagidaki gibi hesaplanir:

_ o 1l-u __)\(l—u)
Ho(hu) = . Hi(hu) = g
Hy (N u) = A(A(J;Zi)i;;w’ ,Hg()\?u):_A(l—u)(()\u_—;;)\qu/\)

(2.85) denkleminde £ = 1 alinirsa, Apostol tipli Frobenius-Euler polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

1—u
Ho (z; N\, u) = .

1—u A
H1<£U,)\,U> - /\_u(x_u_)\)a

1—u 2\ AA+u
Ho (z; N, u) = - (xQ—u_/\x—l— ()E—u)Z))7

- A (u? + 4du + N
Ha (e hu) = L—uf 5 3\ x2+3A(A+g)x_ (u? + u3+ ) |
A—u u—A (A —u) (A —u)

2.3. Iki Parametreli Apostol Tipli Polinomlarin Ureteg Fonksiyonlar: ve Ozellikleri

Bu boliimde, C),(z,y) polinomlari, S, (x,y) polinomlari, k. mertebeden iki paramet-
reli Apostol-Bernoulli tipli polinomlari, k. mertebeden iki parametreli Apostol-Euler tipli
polinomlari, k. mertebeden iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlari, k. merte-
beden iki parametreli Eulerian tipli polinomlarinin tanimlar1 ve temel 6zellikleri kaynak-
lartyla birlikte verilecektir.

Cy(x,y) polinomlart ve S, (x,y) polinomlart sirasiyla asagida verilen tirete¢ fonksi-

yonlari ile tanimlanir:

Fo (t,x,y) = exp (xt) cos (yt) = ZC’ x y — (2.92)
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ve
Fs (t,z,y) = exp (xt) sin (yt) = ZS (x y (2.93)
(Masjed-Jamei ve Koepf 2017; Kim ve Ryoo 2018; MaSJed—J amel vd. 2018; Srivastava

vd. 2018; Kilar ve Simsek 2019a, 2019b).
(2.92) ve (2.93) denklemleri yardimiyla,

Colay) =3 (~1) (”)y (2.94)
=0 2
ve
S
_ 1\ n—2j—1_ 2j+1
o) = 30 0 (4, J 295

kombinatorik toplamlari elde edilir. Bu toplamlar, C,,(z, y) polinomlart ve S,,(x,y) poli-

nomlari i¢in birer hesaplama formiilleridir (Masjed-Jamei ve Koepf 2017; Kim ve Ryoo

2018; Masjed-Jamei vd. 2018; Srivastava vd. 2018; Kilar ve Simsek 2019a, 2019b).
(2.94) bagmtisi kullanilarak, C,, (z, y) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki gibi he-

saplanir:
Co(z,y) = 1,
Ci(z,y) = =,
Cy(zy) = 2° =y
Cs(x,y) = a°— 397,
Cy(z,y) = a* 62y’ +y,
Cs(x,y) = 2° —102%y* + 5zy*.

(2.95) bagmtis1 kullanilarak, S, (x, y) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki gibi hesap-

lanir:
So(z,y) = 0,
Si(zy) = v,
Sy (z,y) = 2wy,
Sy (w,y) = 32’y -y,
Si(r.y) = 42’y —day’,
S5 (z,y) = bty — 102 +°.

39



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

Ayrica, (2.92) ve (2.93) bagmtilar1 kullamilarak, C,,(z,y) ve S, (x,y) polinomlarini

iceren asagidaki baginti elde edilir:

n

Sy (2x,2y) =2 (?) Si(x,y) Crj (x,y) (2.96)

§=0
(Kilar ve Simsek 2019a).

k. mertebeden iki parametreli kosiniis-Apostol-Bernoulli tipli polinomlar
B (x,y; \) ve k. mertebeden iki parametreli siniis-Apostol-Bernoulli tipli polinom-

lar BF) (x,y; A) ile gosterilir. B{H) (z,y; A) polinomlar1 ve B (x,y; A) polinomlari

asagida verilen iirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir:

k
t
Fpe (t,x,y; A\ k) = (W) exp (xt) cos (yt) (2.97)
— SBEH (2, 0) -
n=0
ve
k
Fps(t,x,y; \, k) = ()\ex ) exp (xt) sin (yt) (2.98)
= > B (@A tn
n=0

(Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019). Bu polinomlar ailesi k. mertebeden
iki parametreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlar olarak da adlandirilir.

(2.1), (2.73), (2.92), (2.93), (2.97) ve (2.98) bagintilar1 yardimiyla,

CRIVEDS (?) B (N Coj (2,9) (2.99)
j=0
ve
B (2,y:0) = Y C) BP (NS, (2,9) (2.100)
=0

kombinatorik toplamlar: elde edilir. Bu toplamlar, B (x,y; A) polinomlari ve

BH) (x,y; A) polinomlari i¢in birer hesaplama formiilleridir.

(2.97) ve (2.98) bagintilarinda her n € Nj i¢in
B0 (@, y; ) = Cu ()
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\

B (z,y;\) = S, (2,y)

dir. Ayrica, (2.97) bagintisinda y = 0 alinirsa,
Fpe (t,x,0;\, k) = Fap (t,z; A\ k)

elde edilir. Buradan,

dir.

(2.97) ve (2.98) bagmntilarinda k£ = 1 alinirsa, Fpe (¢, z,y; A\, 1) ve Fpg (t,z,y; A, 1)
fonksiyonlar1 iki parametreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna
indirgenir. Yani,

B (z,y; A) = BV (z, y; \)

ve

B (z,y; A) = BEY (z,y;\)

n

ile gosterilen iki parametreli Apostol-Bernoulli polinomlar elde edilir (Srivastava vd.
2018).

(2.97) ve (2.98) bagintilarinda A = 1 ve k = 1 alinirsa, Fpe (t,z,y;1,1) ve
Fps (t,x,y;1,1) fonksiyonlar iki parametreli Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyo-

nuna indirgenir. Yani,

B (w,y) = BV (2, y:1)

Ve

BY) (z,y) = BEY (2,y;1)

ile gosterilen iki parametreli Bernoulli polinomlar: elde edilir. Bu polinom ailesine si-
rastyla kosiniis-Bernoulli polinomlar1 ve siniis-Bernoulli polinomlar1 da denir (Kim ve

Ryoo 2018; Masjed-Jamei vd. 2019).
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(2.99) denkleminde A = 1 ve k£ = 1 alinirsa, kosiniis-Bernoulli polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

c
Bé )(a:,y) = 1,

B ) — o]
By (w,y) Iaﬁ—f—x+é
Bic) (x,y) = $4+y4—6$2y2—1—6:17yQ—2:163%—$2—y2—i

30°
(2.100) denkleminde A = 1 ve k = 1 alinirsa, siniis-Bernoulli polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:
= 0,

= Y

= 32%y—y® — 3wy + %,

(z,y)
(z,y)
By (w,y) = 2zy—vy,
(z,y)
(z,y) = 42y — 62%y — 4y’ + 2y + 22y,

(2.99) denkleminde k = 1 alinirsa, B (x,y; \) polinomlarin birkag degeri asagidaki

gibi hesaplanir:
By (ry:0) = 0.
1
c
B (z,y:)) = 1
2\ —2 2\
B (z,y:0) =

x — .
M- (A1)
(2.100) denkleminde k& = 1 alinirsa, B (x,y; A) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:

By (0 = 0,
B (w,y:0) = 0,
2

BY (z,y:0) = v

k. mertebeden iki parametreli kosiniis-Apostol-Euler tipli polinomlar A (x,y; \)

ve k. mertebeden iki parametreli siniis-Apostol-Euler tipli polinomlar A (z,y; A) ile

42



KAYNAK TARAMASI N. KILAR

gosterilir. gL (x,y; A) polinomlari ve ELSH (x,y; \) polinomlar1 agagida verilen iireteg

fonksiyonlart ile tanimlanir:

9 k
Fge (t,x,y; A\ k) = (m) exp (xt) cos (yt) (2.101)

veE

k
Fps (t,x,y; \, k) = ( ) exp (xt) sin (yt) (2.102)

tn
_ E (S,k) r
F gn (.CE, Y; A) n‘

(Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019). Bu polinomlar ailesi k. mertebeden
iki parametreli Apostol-Euler tipli polinomlar olarak da adlandirilir.

(2.1), (2.77), (2.92), (2.93), (2.101) ve (2.102) bagintilar1 yardimiyla,

EP (w,y;0) =) G) £ (N Ciy (2,9) (2.103)
j=0
veE
e i) = 3 () Wi 2 (2109
=0

kombinatorik toplamlar: elde edilir. Bu toplamlar, gLom) (z,y; \) polinomlart ve

gLH (x,y; \) polinomlart i¢in birer hesaplama formiilleridir.

(2.101) ve (2.102) bagintilarinda her n € Ny i¢in
EXO (2, y; \) = C (2, y)

ve

ESO (,y; M) = Su (2, 9)
dir. Ayrica, (2.101) bagintisinda y = 0 alinirsa,
Fpeo (t,z,0; A\ k) = Fag (t,z; A\ k)

elde edilir. Buradan,

EP (w3 A) = £ (2,0;0)
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dir.
(2.101) ve (2.102) bagintilarinda k = 1 alinirsa, Fe (t, ,y; A, 1) ve Frg (8, z,y; A, 1)
fonksiyonlari iki parametreli Apostol-Euler tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonuna indir-

genir. Yani,

EO (x,y;0) = EY (2,93 M)

veE

EX) (x,y; ) = ESY (2,43 \)

ile gosterilen iki parametreli Apostol-Euler polinomlar elde edilir (Srivastava vd. 2018;
Srivastava ve Kizilates 2019).

(2.101) ve (2.102) bagintilarinda A = 1 ve k = 1 aliirsa, Fge (¢, z,y;1,1) ve
Fgs (t,x,y;1,1) fonksiyonlar: iki parametreli Euler polinomlarin iirete¢ fonksiyonuna
indirgenir. Yani,

B9 (z,y) = £V (z,y;1)

n

veE

EY) (z,y) = &5V (z,y;1)

ile gosterilen iki parametreli Euler polinomlar: elde edilir. Bu polinom ailesine sirasiyla
kosiniis-Euler polinomlar: ve siniis-Euler polinomlar1 da denir (Kim ve Ryoo 2018; Masjed-
Jamei vd. 2018a).

(2.103) denkleminde A = 1 ve £k = 1 alinirsa, kosiniis-Euler polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

c
ES (w,y) = 1,
1
c
B (ry) = x5,
c
B (wy) = &=y’ —u,
322 3?1
E(C) — 3 _ 3yt 4 4
3 (x,y) x Ty 9 + 9 +47
Ez(lc) (z,y) = z*+y* — 622> + 6xy* — 22° + .
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(2.104) denkleminde A = 1 ve £ = 1 alinirsa, siniis-Euler polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

x,y) = 0,

8
<

=Y

Y

= 33:23/ — y3 — 3xy,

B¢ (x,y)
B (z,y)
B (x,y) = 22y —vy,
B (x,y)
B (z,y)

r,y) = 423y — 62y — day® + 2% + .

(2.104) denkleminde k = 1 alinirsa, gl (z,y; A) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:

2
gl \) =
0 (5571% ) /\+17

2\ + 2 2\
E (x40 = ha g 5,

(A+1) (A+1)

A2+ 4N+ 2 402 + 4\ A2 44N +2 2% — 2\
EN (@, y;0) = AT AT 5T — AT

Ar1) At 1) o+1? LT oF )

(2.104) denkleminde £ = 1 alinirsa, gty (x,y; A) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:

& (@y;\) = 0,

9
EF (x,y;\) = FPEA
4N+ 4 4\
S T, N) = xy — .
2 (@A) o+ 02 T or

k. mertebeden iki parametreli kosiniis-Apostol-Genocchi tipli polinomlar GLoH) (z,y; \)
ve k. mertebeden iki parametreli siniis-Apostol-Genocchi tipli polinomlar GLSF) (x,y; A)
ile gosterilir. Giem (x,y; \) polinomlar: ve GLSP) (x,y; A) polinomlart asagida verilen
tirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir:

2t g
FG’C (t, x, Y, A, k’) = (W) exp (fL’t) COS (yt) (2105)

oo 4
= Z géC’,k) (ZL‘, Y; )‘) I
n=0

n!
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\

2t : ,
Fgs (t,x,y; A\ k) = <m) exp (xt) sin (yt) (2.106)

(t
S m
n=0

n!

(Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019). Bu polinomlar ailesi k. mertebeden
iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlar olarak da adlandirilir.

(2.1), (2.81), (2.92), (2.93), (2.105) ve (2.106) denklemleri yardimiyla,

G\ (s N) =D (?) G" (NG (2,y) (2.107)
=0
ve n
o1 o) = 32 ()0 00 (0 2108
=0

kombinatorik toplamlar1 elde edilir. Bu toplamlar, g}lc”“) (z,y;\) polinomlar1 ve
(S:F) (x,y; A) polinomlart i¢in birer hesaplama formiilleridir.

(2.105) ve (2.106) bagintilarinda her n € Nj i¢in
G\ (w,y; A) = C (2, y)

ve

G0 (z,y;\) = S, (7, y)

dir. Ayrica, (2.105) bagmtisinda y = 0 ve alinirsa,
Fee (t,l’, 0; )\7 k) = Fac (t,l’, )\7 k)

elde edilir. Buradan,

GP (2 A) = GLOF) (2,0, )

n

dir.

(2.105) ve (2.106) bagintilarinda k = 1 alinirsa, Foe (8, x,y; A, 1) ve Fggs (8, z,y; A, 1)
fonksiyonlart iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonuna
indirgenir. Yani,

G\ (z,y;\) = GO (z,y; )
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ve
G (,y;A) = G (2,4, )
ile gosterilen iki parametreli Apostol-Genocchi polinomlar: elde edilir (Srivastava vd.
2018).
(2.105) ve (2.106) bagmtilarinda A = 1 ve k = 1 alimirsa, Fgo (¢, z,y;1,1)

ve Fgg(t,x,y;1,1) fonksiyonlar: iki parametreli Genocchi polinomlarin tirete¢ fonksi-

yonuna indirgenir. Yani,

veE

G (x,y) = G2 (2,931)

n

ile gosterilen iki parametreli Genocchi polinomlari elde edilir (Masjed-Jamei vd. 2018b).
(2.107) denkleminde A = 1 ve k = 1 alinirsa, kosiniis-Genocchi polinomlarinin bir-

kac degeri asagidaki gibi hesaplanir:

)

Gy (zy) = 0,

A @y = 1,

Gy (x,y) = 201,

Géc) (z,y) = 32°—3y* — 3z,

GL(LC) (z,y) = 4a® — 62" — 12y°x + 6y* + 1.

(2.108) denkleminde A = 1 ve k = 1 alinirsa, siniis-Genocchi polinomlarinin birkag

degeri asagidaki gibi hesaplanir:

T,y

)
!,y
)

(z,y) = 6ay— 3y,

)

G
G\
GY
Gy’
G (,y

(z,y)
(z,9)
(z,y) = 2y,
(z,y)
(r,y) = 122%y — 122y — 49>

(2.107) denkleminde k£ = 1 alinirsa, Gl (x,y; \) polinomlarinin birkag degeri asagidaki
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gibi hesaplanir:

Go (a,y: ) = 0,

2
(©) ) —
gl (%?ﬁ ) )\+1a
4N+ 4 4\
G (v )) = T —

A+1)7 A+
(2.108) denkleminde k = 1 alinirsa, G (z,y; A) polinomlarinin birka¢ degeri asagidaki

gibi hesaplanir:

@y n) = 0,
GY (w4 A) = 0.
4

(S) r. 4
gQ (waya)‘) )\+1y

k. mertebeden iki parametreli kosiniis-Eulerian tipli polinomlar LR (x,y; \,u) ve
k. mertebeden iki parametreli siniis-Eulerian tipli polinomlar P (z,y; A\, u) ile gosteri-
lir, H{F) (x,y; A, u) polinomlart ve HEP) (x,y; A\, u) polinomlar: agagida verilen tireteg

fonksiyonlari ile tanimlanir:

1 k
Fue (t,x,y; \u k) = (Wt;ﬁ—u) exp (zt) cos (yt) (2.109)
o0 tn
= D H (wyihw)
n!
n=0
ve
1—u F
Fus (t,x,y; \u, k) = (m) exp (xt) sin (yt) (2.110)
= SHEP (o, u)
— n!

(Kilar ve Simsek 2019b). Bu polinomlar ailesi k. mertebeden iki parametreli Eulerian tipli

polinomlar olarak da adlandirilir.

(2.1), (2.85), (2.92), (2.93), (2.97) ve (2.98) denklemleri yardimiyla,

HOW (2, A u) = (ZL) H (N u) Cej (2, y) (2.111)
=0
\Y~
HEW (2, A u) =) (D H (A ) Suej (2, y) (2.112)
=0
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kombinatorik toplamlart elde edilir. Bu toplamlar, H.~" (z,y; A\,u) polinomlari ve
(5k) (x,y; A\, u) polinomlart igin birer hesaplama formiilleridir.

(2.109) ve (2.110) bagintilarinda her n € Ny i¢in
ve
HED (2,530, uw) = Sy (,y)

dir. Ayrica, (2.109) bagintisinda y = 0 alinirsa,
Fuco (t,z,0; A\, u, k) = Fay (t,2; \, k)

elde edilir. Buradan,

HE (23 X\, u) = HEOP (2,00, u)

dir.
(2.109) ve (2.110) bagintilarinda k = 1 alinirsa, Fee (8, z,y; A\, 1) ve Frg (8, z,y; A, 1)
fonksiyonlart iki parametreli Eulerian tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir.

Yani,

HE (2, M, u) = HOY (2,45 A, u)
veE

HE (2, y; A u) = HED (2,5 A, w)

ile gosterilen Eulerian tipli polinomlar elde edilir (Kilar ve Simsek 2019b).
(2.111) denkleminde k£ = 1 alinirsa, #©) (x,y; \,u) polinomlarinin birka¢ degeri
asagidaki gibi hesaplanir:

© (v ru) — 41
HO (%Z/a ,U) U—)\7
(©) . . u—1 )\
%1 (l’,y,A,U) - U—)\(U—)\+x )
2
(©) A\ _ u—1 2\ )\(1—1-21‘) 2 9
H2 (f,y, 7u) U_)\((U—)\)2+ u—\ +x Yy

Ve

—1 2\ 612 (1
HO @y ) — ( 6 (“”)

u— A (u—)\)3+ (u—\)?

-1 /2(1+3 3x% — 3y?
—i—u (1+3z+3z y)+x3—3wy2 .
U — A U— A
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(2.111) denkleminde k£ = 2 alinirsa, ch,z) (x,y; A, u) polinomlarinin birka¢ degeri
asagidaki gibi hesaplanir:

2
(C,2) /\ _ u—1
HO (x,y, 7u> (u—A) )
2
(C,2) ) _ u—1 2\
WO = (253) (25 +0).

2 2
(C,2) A\ _ u—1 6 2\ (1 + 2:L‘) 2 2
HQ (‘raya ,'LL) < ) ((U_)\>2+ w—\ +z Y

\

2 3 2
02 u—1 24\ 18\ (1 + )

w—1\? [ 2\ (1 + 3z + 322 — 3y?)
+
uU— A uU— A

+2® — 3xy2) .

(2.112) denkleminde £ = 1 alinirsa, ) (x,y; A\, u) polinomlarinin birka¢ degeri asagi-
daki gibi hesaplanir:

H (2, y: A u) = 0,

iy — 21
Hl (l’,y7 ,U) u— )\y7
(S) u—1 [ 2\y
Hy (z,y; A, u) u—>\<u—)\+ xy |,
2
)y o) = YL ( 6Ny 3A(y+ 2y 2 .3
H3 (x7y7 ,U) U—/\<<u—/\)2+ w— \ +3$y Y .

(2.112) denkleminde £ = 2 alinirsa, > (x,y; A\, u) polinomlarinin birka¢ degeri asagi-
daki gibi hesaplanir:

HED (2 g A u) = 0,

2
(52 0y ) = (L1
Hl (%% ,U) <U—A) ya
2
(S,2) . u—1 4)\3/
= 749
HQ (xvya)Hu) (u_/\) (u_)\+ xzy |,
2 2
(5.2) ) _ (u—1 18\%y 6 (y + 2xy) 3220 — 13
Hd (xvyv ,U) (u_/\) <(u_)\>2 w— \ -+ xry Yy .
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k. mertebeden iki parametreli kosiniis-Fubini tipli polinomlar aleM (x,y) ve k. mer-

tebeden iki parametreli siniis-Fubini tipli polinomlar a'"*’ (x,y) ile gosterilir. aleM (z,y)

polinomlar1 ve alh (x,y) polinomlar asagida verilen iirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir:

2k
Fo.(t,x,y; k) = 2 on O exp (xt) cos (yt) (2.113)

al™®) (z,y)

t’n

n!

NE

3
Il
o

Ve

2k
Fus (t,z,y; k) = e exp (xt) sin (yt) (2.114)

tTL
n!

s

al™® (z,y)

NE

Il
=)

(Srivastava ve Kizilates 2019). Bu polinomlar ailesi k. mertebeden iki parametreli Fubini
tipli polinomlar olarak da adlandirilir.

(2.1), (2.58), (2.92), (2.93), (2.113) ve (2.114) denklemleri yardimiyla,

ol (z,y) = (") aMC,j (a,y) (2.115)
=0 \J
ve
A () = 3 (”) 5, (2,9) 2.116)
. J
7=0

kombinatorik toplamlari elde edilir. Bu toplamlar, o\ (z,y) polinomlar: ve alt (z,y)

polinomlari i¢in birer hesaplama formiilleridir.

(2.113) ve (2.114) bagintilarinda her n € Ny i¢in

al™ (z,y) = C, (z,y)

ve
ai % (z,y) = S, (2,y)
dir.
Ayrica, (2.113) bagmtisinda y = 0 alinirsa,

Foo (t,x,0;k) = F,(t,x; k)
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elde edilir. Buradan,

dir.

(2.113) ve (2.114) denklemleri Mathematica paket programinda Wolfram program-
lama dili yardimiyla kodlanarak, agf’k)(x, y) ve alt (x,y) polinomlarinin hesaplamalari
Mathematica Uygulamasi 27 ve Mathematica Uygulamasi 31 ile birlikte Bulgular ve Tar-

tisma boliimde verilecektir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, Kilar ve Simsek (2021c¢) ¢alismasinda tanimlanan Hermite tipli Milne-
Thomson polinom ailelerinin tanimlar1 ve bazi1 6zellikleri verilecektir. Ayrica, bu poli-
nom aileleri ile iligkili olan baz1 6zel polinom aileleri i¢in iirete¢ fonksiyonlari ¢izelgeler
halinde sunulacaktir ve bunlarin uygulamalar: verilecektir. Bunlara ek olarak, ilgili poli-

nomlarin hesaplamali formiilleri ve bagintilar1 da verilecektir.

3.1. r-parametreli Hermite Tipli Polinomlarin Urete¢c Fonksiyonlar1 ve Ozellikleri

Bu boliimde, r-parametreli Hermite tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar: ve bu poli-
nom ailelerinin bazi 6zellikleri incelenecektir. Ayrica, bu polinom ailelerinin hesaplamali
formiilleri ve bagintilar1 verilecektir.

re N, u=(up,ug,...,u.),w=x+iy = (x,y) ve uy, us, ..., U, x,y € R olsun.

r-parametreli Hermite tipli polinomlar asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

4 r ' 0o B 4
G (t,w,u,r) = exp (wt + Zujtj) = ;IC (n;w, d,r) ] (3.1)

j=1
(Kilar ve Simsek 2021c¢).
(3.1) bagintisinda w = 0 alinirsa, G (¢, w, i, r) fonksiyonu genellestirilmis Hermite-

Kampe de Feriet polinomlarinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir. Yani,
H'fl (ﬁ7 T) = K(”aoaﬁv T) ) (32)

ile gosterilen genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet polinomlar: elde edilir.

(3.1) bagintis1 ve (2.6) bagintisinda verilen Euler formiilii kullanilarak,

G(t,w,u,r) = exp (a:t + Z ujtj> (cos (yt) +isin (yt)) (3.3)

j=1
00 B g
= ZIC(n;w,u,r) ot
n!
n=0
elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢).
(3.3) bagintisinda verilen iireteg fonksiyonu yardimiyla, ky (n;x,y,d,r) ve

ks (n; x,y, i, r) polinomlari, sirasiyla, asagida verilen iirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir:
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Ky (t,z,y,u,r) = Re{G (t,w,u,r)}

= exp (xt + Z ujtj> cos (yt) (3.4)

j=1
= ik (n;z ﬁ'r’)ﬁ
1 ) 73/7 ) TL'
n=0
ve
Ky (t,x,y,u,r) = Im{G (t,w,d,r)}

= exp (th + Z ujtj) sin (yt) (3.5)

j=1
~ ik (n;z,y ﬁr)ﬁ
2 y Ly Yy Uy TL'

n=0
(Kilar ve Simsek 2021c¢). k; (n; z, y, @, r) polinomlar r-parametreli kosiniis-Hermite tipli
polinomlar, ks (n; x, y, @, r) polinomlar: ise r-parametreli siniis-Hermite tipli polinomlar

olarak da adlandirilir.

(3.4) ve (3.5) bagintilar1 kullanilarak,
K (n;w,d,r) = ki (n; @,y, @, 1) + ika (n; 2, y,d,7) (3.6)
elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢).

Teorem 3.13. n € Ny olsun. © = (x + uy, us, ug, ..., u,) ve i = (uy,Us, Us, ..., U)

olmak iizere,

5]
ki (n;x,y, i, r) = (—1)j (Z) y2an_2j (@,r) (3.7

J=0

B

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (3.4) ve (2.70) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem elde
edilir:

Kl (t,l‘,y,ﬁ, 7“) = COS (yt) FR (twfa 7“) .

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

t2n

0 B 4 B 0 " o 0 B o
nzzokl (naﬂc;y,UaT)m—Z(_l) Y (Qn)'nZ:OHn(xar)ﬁ

n=0
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elde edilir. Bu son bagintida seri ¢carpimu yapilirsa,

H

w[3

= - WEANS tn
E ki (n;z,y,d,r) — = E (—1)]( ,)yQJH oi (T)1r) —

’ )y J 9 ‘ n J 9 '
o nt = = 279 n!

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). L]

(3.7) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardi-
miyla kodlanarak, ki (n;x,y, i, r) polinomlarinin hesaplamalar1 Mathematica Uygula-

mas1 10 ile birlikte bir sonraki boliimde verilecektir.

Teorem 3.14. n € N olsun. ¥ = (x + uy,us,ug, ..., u,) ve & = (uy,ug, Us, ..., U)

olmak iizere,

S ( n : .
by (n5,y, 1) = Z; (-1)’ (Qj N l)yzf“Hnm- (7,7) (3.8)
dir (Kilar ve Simsek 2021c).

Ispat (3.5) ve (2.70) bagmtilar: kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem elde
edilir:
Ky (t, 2, y, 4, 1) = sin (yt) Fr (¢, 2,7).

Bu fonksiyonel denklem yardimuyla,

tm 0 t2n+1 e 1
TL 2n+1 =
E ko (n;x,y, i,7) E: WE Hn(x,r)m

elde edilir. Bu son bagintida seri carpimi yaplhrsa,

o~ [
. Lo tn
ICEAE Ty () ) e @)

n=0 j5=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c). ]

(3.8) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardi-
muyla kodlanarak, ks (n;x,y,u,r) polinomlarin hesaplamalar1 Mathematica Uygula-
masi 18 ile birlikte bir sonraki boliimde verilecektir.

Onerme 3.13, Onerme 3.14 ve (3.6) bagintis1 kullanilarak, (n;w, @, r) polinomlar

icin asagida verilen teorem elde edilir:
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Teorem 3.15. n € N olsun. ¥ = (x + uy,us, ug, ..., u,) ve d = (uy,us, Us, ..., U

olmak iizere,

K (n;w,d,r) = (—1) (n) Y H,_o; (Z,7) 3.9
: 2
7=0
2 )
; J 2j+1 =
—+1 J;O (—1) (2] I 1)y J Hn7172j (.Z', 7“)
dir (Kilar ve Simsek 2021c).
Teorem 3.16. n € Ny olsun. @ = (uq, us, us, . . . ,u,) olmak iizere,
, — (n ,
ki (n;x,y,d,r) = Z (j) Cj (x,y) Hy,—j (u,r) (3.10)
§=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.70), (2.92) ve (3.4) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem
elde edilir:
Ky (t,z,y,u,r) = Fc (t,x,y) Fr(t,d,7).

Bu fonksiyonel denklem yardimuyla,

ﬂ

ikl(n;x,y,ﬁr—‘ ZC’ x,y) n,i[—[n(ﬁrt—
n=0 n=0

elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

Zkl (n: 2.y, 7) ZZ() W H )

n=0 j=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). [

Teorem 3.17. n € Ny olsun. @ = (uy, us, us, . . . ,u,) olmak iizere,

ko (n;x,y,d, 1) = Z (n) Si(x,y) Hy,—j (d,r) (3.11)

=0 \J

dir (Kilar ve Simsek 2021c).
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ispat (2.70), (2.93) ve (3.5) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem
elde edilir:
Ky (t,x,y,u,r) = Fs (t,z,y) Fr (t,d,r).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

Zk’gnxy,ur ZS xytni

n=0
elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

o) . t B tn

>k (nsz ) o = zz( )8 ) Hy )
n=0 n=0 j5=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde * —'nin katsayilari kargilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c). 0

(3.10) ve (3.11) bagmtilar1, (3.6) bagntist ile birlestirilirse, /C (n; w, i, r) polinomlari

icin agik formiil asagdaki gibi verilir:

Onerme 3.18. n € Ny olsun. @ = (uy, uy, us, . . ., u,) olmak iizere,
A “ (n
K muni,r) = 3 () Hocy (0.0 (C) o) + 855 (2,0)
=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

3.2. r-parametreli Hermite-tabanh Milne-Thomson Tipli Polinomlar I¢in Uretec Fonk-

siyonlar1 ve Bu Polinomlarin Baz1 Uygulamalan

Bu béliimde, (2.63) ve (3.1) bagmtilar1 kullanilarak, r-parametreli Hermite-tabanl
Milne-Thomson tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari verilecektir. Ayrica, bu ailelerin

baz1 temel Ozellikleri incelenecek ve ilgili polinomlar i¢in bazi bagintilar ve formiiller

verilecektir.
r € N, r-bilesenli @ = (uy,ug,...,u.), w = z + iy = (x,y), 0 = x — iy ve
Up, Uy - - -, Up, T,y € R olsun. f (¢, a) analitik fonksiyon (ya da meromorfik fonksiyon)

a,b € R, z € Ny olmak iizere, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli poli-
nomlar, sirasiyla, asagida verilen iirete¢ fonksiyonlari ile tanimlanir:

M (t,w,z,d,r,a,b) = (b+ f(t,a))* G (t,w,d,r) (3.12)
o tn

= Zh(n,w,z;ﬁ,r,a,b)ﬁ,

n=0
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M, (t,w, z, i, r,a,0) = (b+ f(t,a))” (G (t,w,d,r)+ G (t,w,ud,r)) (3.13)

(o) tn
= Zhl (n,w, z;u,r, a,b) E

n=0
ve
M; (t,w, z,u,r,a,b) = (b+ f(t,a))* (G (t,w,u,r) — G (t, w,u,r)) (3.14)
(o] tn
= Zhg (n,w, z;u,r,a,b) ]
n=0
(Kilar ve Simsek 2021c¢).

Sonug 3.19. (3.12) bagintisinda w = 0 ve u = 0 aliirsa,

o] y n [ee) ’ n
> 0,0,z 0.r,a,) =y (n3a,b)

n=0

olur. Yukaridaki denklemde % ‘nin katsayilari karsilagtirilirsa,
h(n,0,20,7, a,b) = yéz) (n;a,b)
elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c).

Ayrica, (3.14), (3.13) ve (3.12) bagintilar1 kullanilarak, asagidaki Teorem 3.20 elde

edilir:

Teorem 3.20. n € Ng olsun. @ = (uy, us, ug, ..., u,) ve w = x + iy olmak iizere,

hy (n,w, z; i, r,a,b) + he (n,w, z;4,r,a,b)

h(n,w,z;d,r a,b) = 5 (3.15)
elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢).
Teorem 3.21. n € Ny olsun. @ = (uy, us, us, ..., u,) ve w = x + 1y olmak iizere,
h(n,w,z;d,r a,b) = z”: (;L)yéz) (n—7g;a,b) K (j;w,d,r) (3.16)

=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.67), (3.1) ve (3.12) bagintilar1 kullanilarak, agsagida verilen fonksiyonel denklem
elde edilir:

M (t,w, z,4,r,a,b) = Ry (t,2;a,0) G (t,w,ud,T).
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Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

Zhnwzurab Zy(z)nab ZIC tr;

n=0
elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

Zhnwzurab ZZ() n—j;a,b)lC(j;w,ﬁ,r)Z—T;

n=0 n=0 j=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). ]

Teorem 3.22. n € Ny olsun. @ = (uy, us, us, . .., u,) olmak iizere,

n

hi (n,w, z;d,r,a,b) = Z (ﬁ)yéz) (n—j;a,b) (K (j;w,d,r)+ K (j;w,d,r)) (3.17)
3 J
7=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.67), (3.1) ve (3.13) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem
elde edilir:

M, (t,w, z, @, r,a,b) = Ry (t,z;a,b) (G (t,w,u,r)+ G (t,w,u,r)).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

tn = " — "
Zhl nwzurab—‘ Z n,ab H!ZK(n;w,ﬁ,T)m
n=0 =0 n=0
+iyéz)(n;a,b)ﬁiﬁ(n;mﬁﬂ)ﬁ
—~ n! —~ n!

elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

o tn
Z hy (n,w, z;d,r,a,b) —

|

—~ n!
[e’) n n @) . ' ~ L tn
= 23 () - ga ) K Gw i)+ K Gima )
n=0 j=0 '

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c). ]
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Teorem 3.23. n € Ny olsun. @ = (uy, us, us, ..., u,) ve w = x + iy olmak iizere,

n

o (., 2, b) = @ o (= Gra,b) (K Grw @r) — K (im,ir) (.18)
=0
dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.67), (3.1) ve (3.14) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem
elde edilir:

Ms; (t,w, z,,r,a,b) = Ry (t,z;a,b) (G (t,w,u,r) — G (t,w,u,r)).

Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

[e.o]

hy (n,w, z;d,r,a,b) — nab N .

=0 t' =0 =0 t!
—Zyéz)(n;a b) ‘ZIC tr;
n=0

elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

TL
_l

n

= . t
th (n,w, z;u,r,a,b) ]

n=0
N z 4 . - o n
n=0 j=0 |

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). ]

3.3. r-parametreli Hermite-tabanh Milne-Thomson Tipli Polinomlarmn Iliskili OI-

dugu Baz1 Say1 Aileleri

Bu béliimde, (3.13) ve (3.14) bagintilar1 kullanilarak, r-parametreli Hermite-tabanh
Milne-Thomson tipli polinomlarin iligkili oldugu baz1 polinom aileleri verilecektir. Ay-

rica, bu polinom aileleri i¢in baz1 6zel durumlar incelenecektir.

33.1. by (n,z,y, 2, r, a,b) polinomlar: ve bu polinomlarin iliskili oldugu bazi say1

aileleri

Bu alt béliimde, b; (n, z,y, z; @, r, a, b) polinomlarimin iirete¢ fonksiyonu ve bu poli-
nomlarin iligkili oldugu bazi 6zel say1 ve polinom aileleri arasindaki bagintilar verilecek-

tir.
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(2.6) bagintisinda verilen Euler formiilii ve (3.13) bagintis1 kullanilarak,
b1 (n,z,y, z; U, r, a,b) polinomlart asagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

o0 tn
= Z b1 (n,z,y, z; 4,7, a,b) -
e n!

Burada,

My (t,y,u,r) = exp (Z ujtj> cos (yt) = Z Cy (U, y;7) t— (3.20)

j=1 n=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

Yukarida verilen tirete¢ fonkiyonu i¢in bazi 6zel sonuglar asagidaki sekilde verilmistir:

Sonug 3.24. (3.20) bagintisinda r = 1 alinirsa, (2.92) bagintisinda verilen polinomlara
indirgenir. Yani,
Cn (ula Y; 1) = Cn (Ul, y)

elde edilir (Kilar ve Simsek 202 1c).

Sonug 3.25. (3.20) bagintisinda y = 0 alinirsa,

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢).

Teorem 3.26. n € Ny olsun. @ = (uy, us, us, . .., u,) olmak iizere,
[jl (naxayaz;ﬁaraCL?b) =2 E (n>y6 (n_j;x7z;aab)0j (ﬁayar) (321)
: J
J=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.63), (3.19) ve (3.20) bagintilar1 kullanilarak, agsagida verilen fonksiyonel denk-

lem elde edilir:
B(t,x,y,z,u,r,a,b) = 2R (t,x,0, z;a,b,v) My (t,y,u,r).

Bu fonksiyonel denklem yardimuyla,

Zbl (n7$7y7z;ﬁ7r7a7b>a —2nzzoy6(n,x727a’b)ﬁnzzocn(ﬁjy’r)ﬁ

n=0
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elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

222( ) —j;x,z;a,b)Cj(ﬁ,y;T)i—T}.

n=0 j=0

Zbl nxy,zurab

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). O

(3.21) bagintisinda r» = 1 alinirsa,
h (n T, Y,z U'l)]-)a b - QZ < )?/6 (TL—] ZT,z;a, b)C] (ulvy)
J
7=0

elde edilir.

(3.19) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, bazi 6zel notlar ve 6rnekler
asagidaki sekilde verilmistir:

(3.19) bagintisinda b = 0 ve

2
t,1) = ———
FU= o —2r
alinirsa,
oo tn
Zhl(n7x7yvz;ﬁ7r71a0)ﬁ (322)
s (o) cos (1) (Z j
= 57 exp (xt) cos (yt) exp u;t
(exp (t) - 2) j=1

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson

tipli z. mertebeden Fubini polinomlar1 ad1 verilir ve asagidaki notasyon ile gosterilir:
hl(n7 x, Y, z; ﬁa T, 17 0) = Fhl(na x,Y,z; ﬁ7 r, 1)

Buradan (2.70) ve (2.113) denklemlerinde verilen iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak,

[eS) ) tn 0o ) m
> i )5 =23 0l ) 5 Y )
n=0 n= n=0

elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

iﬂ)l(nxy,zurl QZZ() ©9) (4 ) o (7 T)f;

n=0 n=0 j=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.27 elde edilir:
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Teorem 3.27. n € Ny olsun. @ = (uy, us, ..., u,) olmak iizere,
rbi(n,z,y, z;u,r, 1) = 22( ) (o) (x,y) Hy—j (u,r) (3.23)
dir.

(3.23) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardi-
muyla kodlanarak, ghi(n,x,y, z; i, r, 1) polinomlarinin hesaplamalar1 Mathematica Uy-
gulamasi 28 ile birlikte bir sonraki boliimde verilecektir.

Diger yandan, (3.22) bagintisinda ¢ = 0 alinirsa,

o0 . tn 2z+1
n,x,y,z;0,r,1)— = — exp (xt) cos (yt 3.24

olur. Buradan (2.113) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

[e.e]

thl(nxy,20r1 —2Zacz xyn‘

n=0

elde edilir. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 kargilagtirilirsa, asagidaki Sonug 3.28
elde edilir:

Sonug 3.28. n € N olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,
rhi(n,x,y, 20,7, 1) = 24l (z,y) (3.25)
dir.
Ozel olarak (3.25) bagintisinda y = 0 alinirsa,
rhi(n,x,0,20,r,1) = 2% (z)

elde edilir.
Ayrica, (3.24) bagintis1 yardimiyla

- TS AT S i
_ ( _1\n

elde edilir. Bu son bagintida seri carpimi yaplhrsa,

[%J

> in > (N (2) t"
;;Frn(nx 9,250, 1) — = Z_; 3 )f(zj)y @, 5 (¥) 5

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.29 elde edilir:
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Teorem 3.29. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,
[

3]

Fhl(n7 r,Y, < 07 T, ]-) =2 (_1>J (2]) y2ja7(1—)2j (I’)
7=0

dir.

(3.19) bagintisinda b = 0 ve

2t
t,a) = ———
f(ta) aexp (t) +1
alinirsa,
o tn
Zhl(naxayaz;ﬁ7Taa’0)_| (326)
n!
n=0
2 % " exp (zt) cos (41) Z "
= —— | exp(xt)cos ex U
aexp (t) +1 P A ‘= !

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson
tipli z. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlar1 adi verilir ve asagidaki notasyon ile
gosterilir:
hi(n,z,y, z; 4, r,a,0) == ghi(n, z,y, z; U, r, a).
Ozel olarak, (3.26) bagintisinda y = 0 ve r = 3, 4 = (uy, ug, uz) alimirsa, Ozarslan
(2013) tarafindan verilen Hermite-tabanli genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomla-

rinin iirete¢ fonksiyonuna indirgenir:

o0

. " 2t - ) 5
Zghl(n, x,0,z;u, 3, a)m =2 (W) exp ((x + uy )t + ugt” + ugt ) )

n=0
Yani,
Ghl(naxa 07 z, ﬁa 3a (1) = 2Hg7(zz)(x + Uy, Uz, U3; CL)

olur.

Ayrica (3.26) bagintisinda 4 = 0 alinirsa,

- RN 2t :
nzg chi(n,z,y, 20,7, a)m =2 (m) exp () cos (yt) (3.27)
elde edilir. Buradan (2.105) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,
- SN = tn
: R (C.2) ca) —
;Ghl(nvxayuz707r7a)n! _2;gn (:c,y,a) n (328)

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde 1%’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.30 elde edilir:
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Teorem 3.30. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,
Ghl(nu T,Y,z; 67 T, CL) - Qgr(LC’Z) (ZE, Y; CL)

dir.

(3.29)

(3.29) bagintisinda 6zel olarak a = 1 ve z = 1 alinirsa, Masjed-Jamei vd. (2018) tara-

findan verilen iki parametreli Genocchi polinomlart ile ¢b; (n, z,y, z; @, r, a) polinomlart

arasindaki iligki agagidaki sonug ile verilir:

Sonuc 3.31. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,
abi(n,2,9,1:0,r,1) = 2617 (z,y)

dir.

Diger yandan, (3.27) bagintist kullanilarak,

0 Lo = " (yt)™"
. o Z) (e _ —_1\"
ng_OGbl(nawayaza 07T?a)n! _2§gn (Z’, CL) n! ;)( 1) (271)'

elde edilir. Bu son bagintida seri carpimi yapilirsa,

N PRI - i (N2 (e L
nZ:OGbl(n7x7y7Z7O7T7a)m _QnZ:O]O <_1) <2J>ngn—2] (.%',CL) 5

(3.30)

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.32 elde edilir:

Teorem 3.32. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,

]

R n s
Ghl(n7x7y7 Z;07T7 CL) =2 (_]‘)] (2])y2]g7(1—)2j (I’, CL)
j=0

MBS

dir.

(3.19) bagintisinda b = 0 ve

0= w1
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alinirsa,
00 . 4
Zhl(n7m7y7z;uar7a70>_‘ (331)
n!
n=0
t zZ T j
= 2 ey r— exp (zt) cos (yt) exp jz—; u;t

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson

tipli Apostol-Bernoulli polinomlar1 ad1 verilir ve asagidaki notasyon ile gosterilir:
hl(na T,Y,z; ﬁa ra, O) = Bbl(nv z, Y,z ﬁa r, a)'

Ozel olarak, (3.31) bagmtisinday = 0 ve r = 3, 4 = (uq, ug, uz) alinirsa, Ozarslan
(2013) tarafindan verilen Hermite-tabanl genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomlari-

nin lirete¢ fonksiyonuna indirgenir:

nZ:OBhl(n, z,0, 24,3, a)fl—n! =2 (W) exp ((z + w)t + uat® + uzt®) .
Yani,
Bb1(n, x,0, 2,1, 3,a) = 2B (x + uy, us, us; a)
olur.

Ozel olarak, (3.31) bagmtisinday = 0, a = 1 ve r = 2, & = (uq, uy) alimirsa, Dere
ve Simsek (2015) tarafindan verilen Hermite-tabanli Bernoulli tipli polinomlarinin iiretec¢

fonksiyonuna indirgenir:

- I t : )
nZ:OBhl(n, x,0, 21,2, 1)5 =2 (W) exp ((x + uq)t + uot ) )
Yani,
shi(n,x,0,2;1,2,1) = ZBS?n(a: + uy, —2us)
olur.

(3.19) bagintisinda b = 0 ve

2
ta)=——"
f(ta) aexp (t) +1
alinirsa,
ihl(n x,Y, 2 U, T, a 0)ﬁ =2 2z Zexp (xt) cos (yt) exp iu-tj (3.32)
Pt sy Ly Yy <y Wy 1y Gy 77,' anp(t)+1 o )

66



MATERYAL VE METOT N. KILAR

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson
tipli z. mertebeden Apostol-Euler polinomlar1 ad1 verilir ve asagidaki notasyon ile goste-
rilir:
hi(n,x,y, z; U, r,a,0) .= ghi(n,z,y, z;U,r, a).
Ozel olarak, (3.31) bagmtisinda y = 0 ve r = 3, 4 = (uq, ug, ug) alinirsa, Ozarslan
(2013) tarafindan verilen Hermite-tabanli genellestirilmis Apostol-Euler polinomlarinin

irete¢ fonksiyonuna indirgenir:

[e.9]

t" 2 :
ZEbl(nu r,0, z; 4, 3, a)m =2 <m> exp ((I + uq)t + ust? + u3t3) .

n=0 (t
Yani,
Eh1(n7$, 0, z; 1, 3, a) — 2H57(12)(I + U1, Ug, U3; a)
olur.

(3.26), (3.31) ve (3.32) denklemleri yardimiyla, gb(n, z,y, z; 4, r, a) polinomlari,
ebi(n,x,y, z;4,r, a) polinomlart ve ¢hi(n,z,y, z; U, r,a) polinomlar: arasindaki iligki

asagidaki teorem yardimiyla verilir:

Teorem 3.33. n,z € Ny ve 0 < z < n olmak iizere;

(—=2)* bi(n,x,y, z;u,r,a) = ghi(n,x,y, 24,7, —a)

n! .
MEbl(n —Z%,Y,zu,r, —(l>

dir.

Simdi de (3.19) bagintisinda tanimlanan by (n, z, y, z; @, r, a, b) polinomlarinin tireteg
fonksiyonlarinin f (¢, a) fonksiyonu ve diger 6zel durumlara gore aldig1 bazi 6zel deger-

leri, Cizelge 3.3 - Cizelge 3.7 seklinde asagida verilmektedir:
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Cizelge 3.3. (3.19) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Bernoulli tipli polinomlar icin baz: iirete¢ fonksiyonlari

2 (b + 7aexpt(t)71) exp (xt) exp (Z thj) cos (yt) = Zohl (n, @y, 2@, 7,a,b) &
j=1 n=

b—o r-parametreli Hermite-tabanl kosiniis-Milne-Thomson tipli z. mer- , z ro o . m

N tebeden Apostol-Bernoulli polinomlart 2 (m) exp (t) cos (yt) exp j; wt )= nz::o Bh1(n, @y, 2% a) oy
y = 0,r=2 . . a4 . . z o =] . . n
7 = (ur,uz) Milne-Thomson tipli polinomlar (Simsek 2019) b+ (7(1 expt(t%l) exp ((z + u1)t + ugt?) = T;O ye (n; @+ u1,y, 2;a,b,u2) &5
b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlar ( . )zex () cos (yt) — § BED (3, y:a) L
@ =(0,0,...,0) | (Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019) aoxp(D)—1 p YO = o Y
b=0,a=2=1, ki parametreli Bernoulli polinomlar1 (kosiniis-Bernoulli polinom- . - BO) .
@ =(0,0,...,0), | lar1 (Kim ve Ryoo 2018; Masjed-Jamei vd. 2019) sep(n—1 oXP (@) cos (yt) = nX::O n (@)

g

n!

y=0,r =23, | Hermite-tabanli genellestirilmis Apostol-Bernoulli polinomlar1
(

" R 2 L yag3) = S () a
w1, 2, uz) (Ozarslan 2013) (aexp(t)71> exp ((z + u1) t + uat? + ust?) _ngo By (z+ui,uz2,us;a)

b=y=0, r=2, | Hermite tabanh 2. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlar1 (Lu . z - (=) N
i = (u1,us2) 2011; Pathan ve Khan 2014) (m) exp (& +u1) ¢ + uzt?) _nX::O BR7 (x +u1,ugsa) or
b=y=0,r=2, ) o . ' . N ]
@ = (u1,u2), Hermite-tabanli Bernoulli tipli polinomlar (Dere ve Simsek 2015) (exp G )_1) oxp ((z+w)t+ust?) = 3 B;)n(x + u1, —2ug) by
a=1 n=0

b=0,y=0, z. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlari (Lou ve Srivastava . ER- =N, i

7=(0,0,...,0) | 2005) (remm=r) = X B @a)k

%:::%()TO(,)’.(.I To)l z. mertebeden Bernoulli polinomlar1 (Sdndor ve Crstici 2004) (m) 7 _ nijo B ()
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Cizelge 3.4. (3.19) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Euler tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

z T . 00 "
2 (b + m) exp (zt) exp (j;l ujtJ> cos (yt) = ngo b1 (n,z,y, 2,4, r,a,b) &

b0 r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson tipli z. mer- ) 2 r _ 0 . o
B tebeden Apostol-Euler polinomlart 2 (a exp(t)+1> exp (xt) cos (yt) exp ]; ut | = ngo B (n 2,9, 24,7, a) 77

g — (()1’222) Milne-Thomson tipli polinomlar (Simsek 2019) b+ (aexpgwy exp ((z + ur)t + uat?) = io ye (52 +u1,y, z5a,bu2) Ly

b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Euler tipli polinomlar (Sri- 9 2 _ R o

@=(0,0,...,0) | vastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019) (aexp(t)Jrl) exp (wt) cos (yt) = 2. En " (@,30) T

llio’ 0 0 iki parametreli Euler polinomlar (kosiniis-Euler polinomlar1 (Kim 9 B 5O o

#= 000 | ye Ryoo 2018; Masjed-Jamei vd. 2018) (o1 &P (#t) cos (yt) = 32 En (@,y) oy

69

y=0,r =23, | Hermite-tabanli  genellestirilmis  Apostol-Euler  polinomlar1
(

. 2 z 2 3) _ I (2) N
w1, us, u3) (Ozarslan 2013) (a,exp(t)+l) exp ((x +u1) t +uat? + ust®) = Y gEy (z+u1,u2,u3;a) 5

n=0

=y = = Hermite tabanli z. mertebeden Apostol-Euler polinomlar1 (Pathan 2 o "
:Zé nro? ve Khan 2014) P P ( <7aexp2(t)+l) exp ((z + u1) t + uat?) :ngo HE,(LZ)(:):er,uQ;a)’;T!

Iki degiskenli . mertebeden genellestirilmis Hermite-Euler poli- <

9 z - ) m
nomlari (Pathan 2012) ) exp ((z+w)t +ust?) = ¥ pEn (z+ur,u) s

xp()F1 p2)

b=0,y=0 : : SR (@
7= (0,0,...,0) z. mertebeden Apostol-Euler polinomlar1 (Lou ve Srivastava 2005) (m) = ngo & (wya)
b=y=0.a=1 | mertebeden Euler polinomlari (Sandor ve Crstici 2004) ( ¢ )Z =3 EQ @)t
U= (O7 07 R 0) : exp(t)—1 - = n n!
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Cizelge 3.5. (3.19) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Genocchi tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

n=0

z r . o) "
2 (b—l— ﬁé)“) exp (zt) exp (j;l ujtJ> cos (yt) = Y b1 (n,@,y,21,7,0,b) &

b0 r-parametreli Hermite-tabanh kosiniis-Milne-Thomson tipli 2. mer- 0 . r _ o ) "
- tebeden Apostol-Genocchi polinomlart 2 (m) exp (wt) cos (yt) exp ]; ut) | = ngoGhl(”v @y, 2 G,7,0) oy

gz (()1’222) Milne-Thomson tipli polinomlar (Simsek 2019) b+ (4(1 exp2(tt)+1>z exp ((z + ur )t + ust?) = io vo (5@ + u1, 9, 23 6, by uz) Lo

b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlari ot z e .

@=(0,0,...,0) | (Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019) (m) exp (wt) cos (yt) = nZ::O Gn" (@ y0) o

b=0, ) -

@ = (0,0,...,0), | Iki parametreli Genocchi polinomlar1 (Masjed-Jamei vd. 2018) 7“;)(25)“ exp (zt) cos (yt) = Zo G\ (z,y) tnjl

a=z=1 ne

b=y=0,r=3, | Hermite-tabanl genellestirilmis Apostol-Genocchi polinomlar ot 2 ) = () o

@ = (u1,uz,u3) | (Ozarslan 2013) (aeixp(t)+l) exp ((z 4+ u1) t +uzt? + ust?) = nX::O HGy (z+u1,uz,ug;a) Ly

b=y =0, r=2 | Hermite tabanl z. mertebeden Apostol-Genocchi polinomu (Kurt ot z - ) Cn

4 = (u1,u2) ve Simsek 2013b; Pathan ve Khan 2014) <m) exp (@ +u1)t +ust?) —ngo G (¢ + w1, uz;0) 7

b= ;é =0, 7“): 2. | Hermite tabanli z. mertebeden Genocchi polinomu (Kurt ve Simsek < ot )z (2 + w) b+ uat?) io: D+ i

U= (ur,u2), — ) exp ((x +u U = n (T +ur,u2) =y

o 2013b) sp)FI) P 1 2 P 1,uz) by

b=y =0, z. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlar: (Lou ve Srivastava . 2Ry,

7=(0,0,...,0) | 2005) (romm=r) = = 0@k

b=y=0.a=1 | mertebeden Genocchi polinomlar1 ( Sandor ve Crstici 2004) < ¢ )z = io: G (2)

U= (07 07 .y 0) ) exp(t)—1 - = n n!
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Cizelge 3.6. (3.19) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Frobenius-Euler tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

n=0

T . n
<b+ W(t)v) exp (xt) exp <Z1 ujt3> cos (yt) = Z b1 (n x,y, 2 U,T, 7J,b) %
j:

IL

r-parametreli Hermite-tabanli  kosiniis-Milne-

b=0 Thgmson tipli z. mertebeden Frobenius-Euler | o (aexlp_(tv)f'u) exp (xt) cos (yt) exp <Z ujtj> =3 whi(n,z,y, 2@, r,a;v)%
polinomlar1 j=1 n=0

=0,r=2, . S . z S "
z,: (u1, u2) Milne-Thomson tipli polinomlar (Simsek 2019) b+ (ﬁ(;})_v) exp ((x +ug)t + u2t2) =3 us (n; T+ u,y, 24, b, u2) %
’ n=0

b=0, z. mertebeden iki parametreli Eulerian tipli poli- b () cos (y1) = iO: 24(€2) (2,5:0,0) o

@ =(0,0,...,0) | nomlar (Kilar ve Simsek 2019b) anP(t) v Yy =" Y5 45 U)o

b=y=0,r=3, | Ugc degiskenli Hermite-Apostol-tipli Frobenius- ) 5 ) o~

@ = (u1,u2,u3) | Buler polinomlar (Araci vd. 2018) (anP(f) v) exp (@ + 1) t + ugt? + ugt?) = RX_:O S (@ + 1, Uz, U35 V3 0) o

b=y=0,r=2, | Iki degiskenli Hermite-Apostol-Frobenius-Euler o 5 S (2) i

i = (uy,uz) polinomlari (Araci vd. 2018) (aexp(;) v) exp (2 +u1)t +uat?) = n;O aSn (T +ui,uzsvia) oy

b=y=0, z. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler poli- e i

@=(0,0,...,0) | nomlar1 (Kim ve Kim 2012; Simsek 2013) (aexpm v) EO i (@i, )

b=y =0,a=1, | z. mertebeden Frobenius-Euler polinomlari (Kim (2) .

@ =(0,0,...,0) | veKim 2012; Simsek 2013) (exp<t> U) P Hy™ (@30) 1
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Cizelge 3.7. (3.19) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Fubini tipli polinomlar ve sayilar icin baz iirete¢ fonksiyonlari

z T . S n
2(b+ gy oxp (@t exp (z ujl”) os (yt) = 32 b (., 7, 1,b) 1
Jj=1 n—=
b=0 r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson . r ‘ ) o
o tipli z. mertebeden Fubini polinomlar1 2W exp (1) cos (yt) exp 21 ust! | = Zo rhi(n, 2y, 230, 7, a) oy
j= n=
=0,r=2, . S . z x> n
% — (ur, us) Milne-Thomson tipli polinomlar (Simsek 2019) (b + m) exp ((l, )t + uth) _ Z;O Yo (052 + u1, v, 23 1,0, us) %'
b=0, z. mertebeden iki parametreli Fubini tipli polinomlar 2 S n
” ~ o exp (at) cos (yt) = 3 alf? (z,y)L;
i =(0,0,...,0) | (Srivastava ve Kizilates 2019) (exp(t)—2)%* o b YY)
b=y =0, z. mertebeden Fubini tipli polinomlar: (Kilar ve Simsek 9 exp (at) = i a(z)(q:) o
@ =1(0,0,...,0) | 2017) Toxp(t)—2)2= &P =2 n o
ll =xr=y=0, z. mertebeden Fubini tipli sayilar1 (Kilar ve Simsek . exp (zt) = io: oy
= (0,0,...,0) | 2017) (exp(t)—2)27 XP =
b=x=y =0, -
2= 1, Fubini sayilar1 (Comtet 1974) (27673(]3@)) =3 w g(n)%
UZ(O,O,,O) n=0
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3.3.2. b (n,z,y,z;u,7,a,b) polinomlar: ve bu polinomlarn iliskili oldugu baz say1

aileleri

Bu alt béliimde, bs (n, x,y, z; @, r, a, b) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu ve bu poli-
nomlarin iligkili oldugu bazi 6zel say1 ve polinom aileleri arasindaki bagintilar verilecek-
tir.

(2.6) bagmtisinda verilen Euler formiili ve (3.14) bagintis1 kullanilarak,

b2 (n, z,y, z; U, r, a,b) polinomlart agagida verilen iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir:

By (t,x,y, z,u,r,a,b) = 2(b+ f(t,a))” exp(xt)Ms (t,y,d,r) (3.33)

t?’b
— E h2 (naxayaz;ﬁ7rva7b)_
n!
n=0
Burada

Ms (t,y,u,r) = exp (Zu >sm yt) (3.34)
J=1

n=0

’I’L

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

Yukarida verilen iirete¢ fonkiyonu i¢in bazi 6zel sonuglar agagidaki sekilde verilmistir:

Sonug 3.34. (3.34) bagintisinda r = 1 aliirsa, (2.93) bagintisinda verilen polinomlara
indirgenir. Yani,

Sn (Ul, Y; 1) = Sn (Ul, y)

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c).

Teorem 3.35. n € Ng olsun. @ = (uy, us, us, . .., u,) olmak iizere,
B2 (n, z,y, z;U,r,a,b) —22()y()(n—szab)sj(ﬁ,y;r) (3.35)
J
7=0

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

ispat (2.63), (3.33) ve (3.34) bagintilar1 kullanilarak, agsagida verilen fonksiyonel denk-

lem elde edilir:

By (t,z,y,z,u,ra,b) =2R(t,x,0,z;a,b,v) M5 (t,y,u,r) .
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Bu fonksiyonel denklem yardimiyla,

Zhgnxy,zurab —QZyanzab ZS

elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

N
szmy,zurab 22()yﬁn jiw 5a,) S (@ yir)

n=0 j=0

TL

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa istenilen sonug

elde edilir (Kilar ve Simsek 2021c¢). ]

(3.35) bagintisinda » = 1 alinirsa,

b (n x, Y, z; Ul,l,a b _22( )%(n_] T, %z, a, b)Sj(uhy)

elde edilir.

(3.33) bagintisinda verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak, bazi 6zel notlar ve drnekler
asagidaki sekilde verilmistir:

(3.33) bagintisinda b = 0 ve

2
tLl)=——
FeD (exp (1) — 2)°
alinirsa,
o0 tn
ZhQ(nyl‘,f%Z;ﬁ,r,l,O)ﬁ (336)
n=0 :
2 (o) sim (1) (Z ‘
= 57 exp (xt) sin (yt) exp u;t!
(exp (1) — 2)

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson tipli

z. mertebeden Fubini polinomlar: ad1 verilir ve agagidaki notasyon ile gosterilir:
[)2(77/7 x, Y,z ﬁa r 17 0) = FhZ(na T,Y,%; 67 r, 1)

Buradan (2.70) ve (2.114) denklemlerinde verilen iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak,

00 00 tn 00 ) i
S NIRRT PR
n=0 n=0 n=0
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elde edilir. Bu son bagintida Cauchy carpimi yapilirsa,

ZFU2(n$y,Zur1 222( ) (SZ) )Hn—j(ﬁ,r)g

n=0 n=0 j=0

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.36 elde edilir:

Teorem 3.36. n € Ny olsun. @ = (uy, us, ..., u,) olmak iizere,

rho(n,z,y, z;u,r, 1) = QZ (]) (,%) (x,y) Hpj (U, 1) (3.37)

7=0

dir.

(3.37) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardi-
muyla kodlanarak, gphs(n, x,y, z; 4, r, 1) polinomlarinin hesaplamalar1 Mathematica Uy-
gulamasi 32 ile birlikte bir sonraki boliimde verilecektir.

Diger yandan, (3.36) bagintisinda @ = 0 alinirsa,

e . m 2z+1
n,x,y,z2;0,r,1)— = exp (xt) sin (yt 3.38
;th( y i lep @ —oF SRy 639

bulunur. Buradan (2.114) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

o0 n o

- t
E FbQ(nwxay?ZvO?ra 1)n' 2 ap, (

n=0 ’ n=0

4
elde edilir. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilastirilirsa, asagidaki Sonug 3.37
elde edilir:
Sonuc 3.37. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ..., 0) olmak iizere,

rha(n,z,y, 20,7, 1) = 242 (2,v) (3.39)
dir.

Ayrica, (3.38) bagintist kullanilarak,

i ba(n, z,y 20,7 1)ﬁ = Qiaz) (z) ﬁi(_l)n (yt)znﬂ
nZOF 2 y Uy Gy 2y Uy n' o n ’[’L' e (2n+1)‘
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elde edilir. Bu son bagintida seri ¢carpimi yapilirsa,

o0 o [5]
- " . n 1 (2 "
E Fh?(nv z, Y,z 07 T, 1)5 =2 E : (_1)J <2] + 1) y2]+la’£z—)1—2j (I’) a

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde —ﬁ’nin katsayilar1 kargilagtirilirsa, asagidaki Te-

t
n

orem 3.38 elde edilir:

Teorem 3.38. n € N olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,

[25]
— ; n ] z
Fb2(n7 T, Y, z; 07 Ty 1) =2 ; <_1)J <2j + 1) y2j+1a£z—)1—2j (.T)
dir.
(3.33) bagintisinda, b = 0 ve
2t
ta)= ————
fta) aexp (t) + 1
alinirsa,
00 4 n
Zh2<n7x7y7 z;u,r,a,O)—' (340)
n!
n=0
2 (2 ) e ) sim ) exp 3wt
= —— ] exp(xt)sin ex U
aexp (t) + 1 P Yty exp = !

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanl siniis-Milne-Thomson tipli
z. mertebeden Apostol-Genocchi polinomlar1 ad1 verilir ve asagidaki notasyon ile goste-
rilir:

ha(n, x,y, z; U, r,a,0) = gha(n, z,y, z; U, r, a).

Ayrica (3.40) bagintida u = 0 alinirsa,

> . {n 2 ? _
;ahz(n,x,y,z 0,r, G)E =2 (W) exp (wt) sin (yt) (3.41)

olur. Buradan (2.106) denkleminde verilen iirete¢ fonksiyonu kullanilarak,

oo o0

N " o S,z) . "
ZGhQ(nax7ya270ar7a)m _QZgn (xayaa)a (342)

n=0 n=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %’nin katsayilar1 karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.39 elde edilir:
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Teorem 3.39. n, z € Ny olsun. (0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,
cha(n,z,y, 20,7, a) = 2657 (z,y; a) (3.43)
dir.

(3.43) bagintisinda 6zel olarak @ = 1 ve z = 1 alinirsa, Masjed-Jamei vd. (2018) tara-
findan verilen iki parametreli Genocchi polinomlari ile ghs(n, z, y, z; i, r, a) polinomlar

arasindaki iligki agagidaki sonug ile verilir:
Sonug 3.40. n € Ny olsun. 0 = (0,0, ...,0) olmak iizere,

aba(n, x,y,1;0,7,1) = 2G9) (,y) (3.44)
dir.

Ayrica, (3.41) bagintist yardimiyla

0 y m oo A n 0 . (yt)2n+1
nzzoghg(n,x,y,z,O,r,a)m :2;Qn (m,a)mnzzo(—l) 2n 1)
elde edilir. Bu son bagintida seri ¢carpimi yapilirsa,
- = %] n 2j+1 "
%GhQ(nxy,zOra 22 2 (2j+1) J+Q 1 Qj(x;a)a

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde %”nin katsayilar karsilagtirilirsa, asagidaki Te-

orem 3.41 elde edilir:

Teorem 3.41. n € N olsun. 0 = (0,0, ..., 0) olmak iizere,

2
GhZ(na r,Y,z; 07 T, CL) =2 jz_o: <_1)] (2] + 1)y2J+lg —25—-1 (LU, CL)
dur.
(3.33) bagintisinda b = 0 ve
t
ta)=———
f(ta) aexp (t) — 1
alinirsa,
ihg(n Y, 25U, Ty a O)ﬁ =2 . Zexp(xt)sin(yt)exp iu»tj
o ) Y ) Y PR Y n! anp (t) _ 1 ]:1 ]
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elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson tipli
z. mertebeden Apostol-Bernoulli polinomlar: ad1 verilir ve asagidaki notasyon ile goste-
rilir:

ha(n, z,y, z; U, r,a,0) .= gha(n, z,y, z;U,r, a).

(3.33) bagintisinda b = 0 ve

2
t.a) =
f(ta) aexp (t) +1
alinirsa,
i ha(n, z,y, z;U, 1, a, O)ﬁ =2 2 ) exp (xt) sin (yt) exp iu-tj
-t n! aexp (t) + 1 = !

elde edilir. Bu polinom ailesine r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli z.
mertebeden siniis-Apostol-Euler polinomlari ad1 verilir ve agagidaki notasyon ile gosteri-
lir:

h?(na‘r;ya Zvﬁa T,CL,O) = EbZ(nnyay»Z§ﬁ7 T, a’)'

Simdi de (3.33) bagintisinda tanimlanan hs(n, z, y, 2; @, r, a, b) polinomlarinin tireteg
fonksiyonlarinin f(¢,a) fonksiyonu ve diger 6zel durumlara gore aldig1 bazi 6zel deger-

leri, Cizelge 3.8 - Cizelge 3.12 seklinde asagida verilmektedir:
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Cizelge 3.8. (3.33) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Bernoulli tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

z T . S n
2 (b - #@)_1) exp (2t) exp (Z ujt3> cos (yt) = 3_ b2 (n,@,y, 2,4, 7,a,b) T
j=1 n=0 )

b0 r-parametreli Hermite-tabanl siniis-Milne-Thomson tipli z. mer- . 2 ) r ) = B o
- tebeden Apostol-Bernoulli polinomlar 2 (aexp(t)—l) exp (zt) sin (yt) exp j; ut? | = EO Bh2(n, @y, ;4,1 a) oy

b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlari . z . _ R g2 o

i = (0,0,...,0) (Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019) (ﬂexp(i)—l) exp (wt) sin (yt) = }::0 n (@ yia) oy

li:_U*O 0 0 iki parametreli Bernoulli polinomlar: (siniis-Bernoulli polinomlari . ) _ &g o

#= 00201 (Kim ve Ryoo 2018; Masjed-Jamei vd. 2019) st P etsin ) = 5 B () 4

Cizelge 3.9. (3.33) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Euler tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

n=0

2 (b + m) exp (zt) exp <J21 ujtj> cos(yt) = X ba (n,2,y, 234, 7r,a,b) L

b0 r-parametreli Hermite-tabanl siniis-Milne-Thomson tipli z. mer- ) 2 ' r _ o . o
B tebeden Apostol-Euler polinomlari 2 (aexp(t)+1) exp (zt) sin (yt) exp J;l utd | = nzzzo Bha(n,z,y, 2@, a) b

b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Euler tipli polinomlari (Sri- ( ) )z exp (at) sin (yt) = io: £659) (5 yea)

@ =(0,0,...,0) | vastava ve Kizilateg 2019; Srivastava vd. 2019) aexp(t)+1 P Y = )

0, Iki parametreli Euler polinomlari (siniis-Euler polinomlari (Kim ve 5 . X (9) n
& Ryoo 2018; Masjed-Jamei vd. 2018) sp(e1 XP (@t)sin(yt) = 3. En” (@,9) o
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Cizelge 3.10. (3.33) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Genocchi tipli polinomlar i¢in baz1 irete¢ fonksiyonlari
z T . o0 n
2 (b + ﬁé)“) exp (zt)exp | > u;t? | cos(yt) = Zohg (n,z,y, 24, r,a,b) L
Jj=1 n=
b0 r-parametreli Hermite-tabanl siniis-Milne-Thomson tipli z. mer- 0 2 ' r _ o . o
B tebeden Apostol-Genocchi polinomlart 2 (aexp(t)+1) exp (wt) sin (yt) exp J; uit! | = n§0 Gb2(n, @y, 24,7, a)
b=0, z. mertebeden iki parametreli Apostol-Genocchi tipli polinomlar: ( ot )z exp (at) sin (yt) = io: G (2 yra)
i = (0,0,...,0) (Srivastava ve Kizilates 2019; Srivastava vd. 2019) aexp(t)+1 P Yo = 2 on )
Z*::U(,O?O,:..Z ‘7:0;’ iki parametreli Genocchi polinomlar1 (Masjed-Jamei vd. 2018) ST oxp () sin (yt) = io G (a,y) L

Cizelge 3.11. (3.33) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Frobenius-Euler tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

n!

2 (b + 7@6}(1;(5_”) exp (xt) exp (;21 thj> cos (yt) = nX::O be (n, @y, 24,7, %, b) L

b0 r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson tipli z. . 2 . r _ o o
- mertebeden Frobenius-Euler polinomlar 2 <a exp(t)7v> exp (xt) sin (yt) exp J§1 uit! | = EO #h2(n, 2.y, 20,7, 0;v) oy

b=0, z. mertebeden iki parametreli Eulerian tipli polinomlar (Kilar - z % (5% o

@=(0,0,...,0) ve Simsek 2019b) (7(1 exp(f)iu) exp (xt) cos (yt) = nz::O Han ™ (2 y50,0) o7
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Cizelge 3.12. (3.33) denkleminin 6zel durumlarindan elde edilen Fubini tipli polinomlar i¢in bazi iirete¢ fonksiyonlari

z T . [e°] n
(b+ mmg) exp(at)exp (z ujt3> cos (yt) = 3 ba (n,,y, 0,7, 1,0) &
j=1 n=0

r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson tipli z. mer- o ) r _ oo o

b=0 tebeden Fubini polinomlari (exp(t)—2)2= P (xt) sin (yt) exp -21 uit) | = ZO rha(n, z,y, 2,4, r,a) oy
Jj= n=
b=0 z. mertebeden iki parametreli Fubini tipli polinomlar (Srivastava - = "
: 2 exp(at)sin(yt) = 3 alP () Ly
7= (0,0,...,0) | ve Kizilateg 2019) (oxp(t)—2)2% P 2 Y)

18
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, bu tez calismasinda elde edilen tiim sonuglar verilecektir.

4.1. Chebyshev Polinomlari, Dickson Polinomlar1 ve Bazi Ozel Polinomlar: Iceren

Ozdeslikler

Bu alt boliimde, Chebyshev polinomlari, Dickson polinomlari, £. mertebeden iki para-
metreli Apostol-Bernoulli tipli polinomlari, k. mertebeden iki parametreli Apostol-Euler
tipli polinomlart, k. mertebeden iki parametreli Apostol- Genocchi tipli polinomlari, C), (z, y)
polinomlar1 ve S,,(x, y) polinomlarini iceren bagintilar ve formiiller verilecektir.

(2.94) ve (2.95) bagintilarinda y = +/1 — x? alinirsa,

]

Ve

Su(z, VI 27) = ; (—1) (2j . 1) e e (I g
elde edilir. Elde edilen bu son denklemler (2.44) ve (2.49) bagintilan ile birlikte diisii-
niiliirse, Chebyshev polinomlari, C,,(x, y) polinomlari ve S, (z, y) polinomlari arasindaki
iliski asagidaki gibi elde edilir:

n € Ny ve |z| < 1 olmak iizere,

T, (z) = C, (x i a;2> @.1)
ven € N, |z| < 1 olmak iizere,
Sp(z, V1 — a2
U,-1 (x) = ( ) “4.2)
V1—a2

dir (Kilar ve Simsek 2021c).

Teorem 4.42. n € Ny ve |z| < 1 olmak iizere,

D, (22,1) = 2C, (x \/1—7x2) 4.3)

dir.
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ispat (2.52) ve (4.1) bagintilar1 kullanilarak, istenilen sonug elde edilir. ]

Teorem 4.43. n € Nve |x| < 1 olmak iizere,

Sh (x, V1-— x2)

D1 (22,1) = 4.4
dir.
ispat (2.53) ve (4.2) bagintilar1 kullanilarak, istenilen sonug elde edilir. [

Teorem 4.44. n € Nve |z| < 1 olmak iizere,

S, (23;, 20v/1— :c2> “Vi-22y (n) D1 (22,1) Dy_j (22, 1)
: J
7j=1
dir.
ispat (2.96) bagintisinda y = /1 — 22 alinirsa ve elde edilen son denklem (4.3) ve (4.4)

bagintilar ile birlikte diisiiniiliirse, istenilen sonug elde edilir. U

Teorem 4.45. |z| < 1 olsun. n € Ny igin,
(C.k) I~ /n
B, (x,y;)\)zé B,

ve n € Nicin,

dir.

ispat (2.99) ve (2.100) bagntilarinda y = /1 — x? alinirsa ve elde edilen son denklem-

ler (4.3) ve (4.4) bagintilar ile birlikte diistiniiliirse, istenilen sonug elde edilir. U

Benzer sekilde (2.103), (2.104), (2.107) ve (2.108) bagmtilarinda y = /1 — 22 ali-
nirsa ve elde edilen son denklemler (4.3) ve (4.4) bagintilar1 ile birlikte diisiiniiliirse asa-

gidaki Teorem 4.46 ve Teorem 4.47 elde edilir:
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Teorem 4.46. |z| < 1 olsun. n € Ny igin,
EN (2,4, \) = % y ("> eM (\D; (22,1)
ve n € Nicin,
EWSP) (2, y: \) 1—x Z ( >E(k —1(22,1)

dir.

Teorem 4.47. |z| < 1 olsun. n € Ny igin,

1~ (n
GO (1,9 \) = = ( ‘)gflk_)j()QDj (2z,1)

2 = \J

ve n € N icin,
" /n
GIM (2, \) =VI—a2 Y (j>gff)J(>\)©g 1(22,1)
=1

dir.

4.2. Trigonometrik Sayilar, b, (n,z,y, z; i, r,a,b) ve hs (n, x,y, z; U, r, a, b) Polinom-

lar1 Iceren Ozdeslikler

Bu alt boliimde, (3.19) ve (3.33) bagintilarinda verilen iirete¢ fonksiyonlar: kullanila-
rak, by (n,z,y, z;d,r,a,b) ve by (n,z,y, z; 4, r,a,b) polinomlari ile iligkili olan 7, tan-
jant sayilari, C,, kotanjant sayilar1 gibi bazi trigonometrik say1 aileleri, birinci tiir Bernoulli

sayilar1 ve birinci tiir Euler sayilarini iceren bazi bagintilar ve 6zdeslikler verilecektir.

Teorem 4.48. n € N olsun. @ = (uy, us, us, . . ., u,) olmak iizere,

[25*]
62 (n,x,y,z;ﬁ,r,a,b) = (
=0

2]?_ 1> y2j+1b1 (n —1- 2]7 x,Y,z; Ua r,a, b) 7—2j+1 (45)
dir.

ispat (3.19) ve (3.33) bagintilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem elde
edilir:

By (t,z,y, z,d,r a,b) = tan(yt)B (t,x,y, z,U,r,a,b) .

84



BULGULAR VE TARTISMA N. KILAR

Elde edilen bu fonksiyonel denklem ve (2.30) bagintis1 kullanilarak,

( t)2n+1 e o]

Zf)gnwy,zurab ZT?”“2+ 'Zf)lnwy,zurab)—

bulunur. Bu son bagintida seri carpimi yapildiktan sonra gerekli diizenlemelerde yapilirsa,

tn
Z Z <2j+1)y27+1b (n—1-2j,x,y,z;1,71,a b)7§J+1—

n=0 j5=0
olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir. O

(2.31) bagintisindan elde edilen
" 22n—1 il 24n—1
oo (2222 5,

bagntisi ile (4.5) bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Bernoulli sayilari, by (n, z,y, z; 4, r, a, b)

ve by (n, x,y, z; U, r, a,b) polinomlari arasindaki iliski asagidaki Sonug 4.49 ile verilir:

Sonuc 4.49. n € Nolsun. i = (ul, Usg, Us, - . ., U, ) olmak iizere,

j+1 22j+1 o 24j+3 2it1
NPy b J
hQ(naxvyazvuaraa E <2j+1) ( j‘l‘l )y

=0

xbhy (n—1—2j,2,y,24,7 a,b) Byjio
dir.
(2.32) bagintisindan elde edilen
Tomer = (—1)"HH o2+,

bagntisi ile (4.5) bagintis1 kullanilarak, birinci tiir Euler sayilari, by (n, z,y, z; 4, 7, a, b)

ve by (n,x,y, z; 1,1, a,b) polinomlar: arasindaki iliski asagidaki Sonug 4.50 ile verilir:
Sonug 4.50. n € N olsun. i@ = (uy, ug, us, . . ., u,) olmak iizere,

h? (naxj?/,%ﬁ»ﬁ%b)
=

= Z (_1)]+1 . (Qy)2]+1 hl (’I’L —1- 2]7 T, Y, z; 67 r,a, b) E2j+1
= 27 +1

dir.
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Teorem 4.51. n € N olsun. @ = (uy, us, us, ..., u,) olmak iizere,

(3]
by (n— 1,2y, 20, 7,0,b) = »_ (Z) (20)% (25)'02 (n — 2j, 2y, 210, 7,0,b) Caj ~ (4.6)

J=0

3

dir.

Ispat (3.19) ve (3.33) bagntilar1 kullanilarak, asagida verilen fonksiyonel denklem elde
edilir:

(yt) B (t,z,y,z,u,r,a,b) = (yt)cot(yt) By (t,x,y, z,U,1r,a,b).

Bu fonksiyonel denklem ve (2.33) bagintis1 kullanilarak,

00 4
yt Zbl n,xr,y,z; u r,a, b Zc2n 2yt nZ:OhQ(nux7yaz;ﬁ7T7a7b)ﬁ

n=0

elde edilir. Bu son bagintida seri carpimi yapilirsa,

() y m
yz:nbl (n_17x7y72auar7aab)m

]

0|3

n=0 j=0

(273) (2y) (23)'()2 (n—2j,z,y,2;4,r,a,b) ng

olarak bulunur. Yukaridaki denklemde ‘nin katsayilar1 karsilastirilirsa istenilen sonug

elde edilir. ]

(2.34) bagintisindan elde edilen

(—=1)" By,

bagintisi ile (4.6) bagintist kullanilarak, birinci tiir Bernoulli sayilari, by (n, z,y, z; 4, r, a, b)

ve hs (n,x,y, z;U,r, a,b) polinomlart arasindaki bir diger iliski asagidaki Sonug 4.52 ile

verilir:
Sonuc 4.52. n € N olsun. 4 = (uy, us, us, ..., u,) olmak iizere,
m
hl (’I’L - 17 x,Y,z; U, r,a, b) = — (_1)] <2 ) (23/)2] h? (’I’L - 2]7 z,Y,z; ﬁa r,a, b) B2j (47)
ny 4 J
7=0

dir.
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(4.7)bagmtisindab =0,z =1, u = 0, f(t,a) = m alinirsa ve sirasiyla a = 1

ve a = —1 yazilirsa, asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 4.53. n € N olmak iizere,

}

NE

I\ e
B, (z,y) = (=1)’ (29') Yy B, (w,y) By

S|~
o

j=

dir (Kilar ve Simsek 2019a).

Sonuc 4.54. n € N olmak iizere,

}

w3

B (z,y) =

n—1

S|

. n oo
(~1) (2j) Py B, (0,y) By

o

j=

dir (Kilar ve Simsek 2019a).

4.3. r-parametreli Hermite-tabanh Milne-Thomson Tipli Polinomlarmm Sagladig Ozel

integral Formiilleri ve Baz1 Uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.19) ve (3.33) bagintilar1 kullanilarak, r-parametreli Hermite-tabanl

Milne-Thomson tipli polinomlarin sagladig1 6zel integral formiilleri ve bazi uygulamalari

verilecektir.
Teorem 4.55. n € Ny ve @ = (uy, us, ..., u,) olmak iizere,
d
1
/b1<n7x7y7z;ﬁar7a’7b>dx - n+1hl(n+17day72;ﬁar7a7b>
_’I’L+1h1 (n+17c7yvz;ﬁar7a’b) (48)
dir.

Ispat (3.19) bagmtisinda verilen iirete¢ fonksiyonunun = degiskenine gore c’den d’ye

integrali alinirsa,

d
o0 tn
E _'/bl(n,m,y,z;ﬁ,r,a,b)dx
n!
n=0 -

. d
= 2(b+ f(t,a)) exp (Z ujtj) cos (yt) /exp(xt)d:v

J=1

87



BULGULAR VE TARTISMA N. KILAR

olur. Buradan,

> tn—i—l

Z n /bl(naxayaz;ﬁvr7avb)dx

Zhlndy,zurab Zf)lncy,zurab)—

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra, elde edilen son denklemde

%’nin katsayilar karsilastirilirsa istenilen sonug elde edilir. U

Teorem 4.56. n € Ny ve @ = (uy, us, ..., u,) olmak iizere,

1
/b2(n7x7yvz;ﬁaT7a7b)d$ = n+162(n+17day72;ﬁ7r7a7b>

_7’L+1h2 (n+17c7y7z;ﬁar7a7b) (49)

dir.
Ispat Bu teoremin ispat1, Teorem 4.55°de verilen ispata benzer bir sekilde yapildig: acik-

tir. U

(4.8) ve (4.9) bagintilarinda ozel olarak ¢ = 0, d = 1,0 =0,z = 1, 4 = 0, ve
f(t1) = exp(ﬁ alinirsa, Masjed-Jamei vd. (2018c) tarafindan verilen asagidaki Ornek
4.57 elde edilir:

Ornek 4.57. n € Ny olmak iizere,

1

/Béf) (z,y) dz = (—1)" y*",

0
1
/BZn-‘rl = 07

0
1
/Béi) (x,y)dz =0
0
1

/Béi)ﬂ (z,y)dx = (—1)" >
0

elde edilir (Masjed-Jamei vd. 2018c).

ve
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Teorem 4.58. n € Ny ve @ = (uq, ug, ..., u,) olmak iizere,

b? (n—l—l,x,d,z;ﬁ,r,a,b)
n+1

/bl (n7x7y7z;ﬁ7r7a7b> dy =

b (n+1,2,¢,2;d, 7, a,b)
n+1

dir.

Ispat (3.19) bagimtisinda verilen iiretec fonksiyonunun y degiskenine gore c’den d’ye

integrali alinirsa,

d
o tn
Z_‘/bl (nax7y7z;ﬁurva7b)dy
n!
d
= 2(b+ f(t,a)) exp (Z u]t’) exp(zt) /cos yt) dy

7j=1

olur. Buradan,

tn+1

/h1 (n,z,y,z;u,r a,b)dy

Zbgnxdzurab ZUanczurab)

n=0
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra, elde edilen son denklemde

%’nin katsayilar1 kargilastirilirsa istenilen sonug elde edilir. U

Teorem 4.59. n € Ny ve @ = (uy, ug, ..., u,) olmak iizere,

hi(n+1,z,¢, 21,7 a,b)
n+1

/hz(n,x,yw;ﬁma,b)dy -

b1 (n+1,2,d,z;1,7,a,b)
n—+1

dir.

Ispat Bu teoremin ispat1, Teorem 4.58’de verilen ispata benzer bir sekilde yapildig1 acik-

tr. O
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4.4. Genellestirilmis Hermite-Kampe de Fériet Polinomlar: Icin Hesaplama Algo-

ritmalari

Burada, (2.69) ve (2.72) bagintilar1 ile verilen Hermite-Kampe de Feriet polinomlari
ve genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet polinomlarinin degerlerini hesaplayan algo-

ritmalar verilmistir.

Algoritma 1 n € Nj olmak iizere, (2.69) bagintisi ile verilen Hermite-Kampe de Feriet

polinomlarim1 j = 2 durumunda hesaplayan algoritma asagidaki gibidir:
procedure HERMITE_POLY (n, uy, us)

Begin
Local variable s : integer
return sum (factorial(n) * power(uy,n — 2 * s) * power(us, s)
— /(factorial(n — 2 x s) * factorial(s)), s, 0, floor(n/2))

end procedure

Algoritma 2 n € Nj olmak iizere, Algoritma 1 ile verilen HERMITE_POLY prosediir
yardimiyla, (2.72) bagintisinda verilen genellestirilmis Hermite-Kampe de Feriet poli-

nomlarini hesaplayan algoritma asagidaki gibidir:
procedure GENERAL_HERMITE_POLY (n, Uvect, ), Uvect = (uy,us, . .., u,)

Begin
Local variable j : integer
if 7 = 2 then
return HERMITE_POLY (n, uy, us)
else
return sum (factorial(n) * power(u,, j)
— *GENERAL_HERMITE_POLY (n — r * j, Uvect,r — 1)
— /(factorial(n — 1 * j) x factorial(j)), j,0, floor(n/r))
end if

end procedure
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4.5. r-parametreli Hermite Tipli Polinomlar i(;in Mathematica Kodlari ve Bunlarin

Uygulamalar

Bu boliimde, Algoritma 1 ve Algoritma 2 ile verilen algoritmalar Mathematica paket
programinda Wolfram programlama dili yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite
tipli polinom ailelerinin hem degerleri hesaplanmis hem de grafiklerinin ve yiizeylerinin
cizimleri verilmistir. Bu boliimde yer alan ve Mathematica paket programinda Wolfram
programlama diliyle kodlanan kodlarin farkli uygulamalar Kilar ve Simsek (2021c¢) ¢a-

lismasinda mevcuttur.

451. K, (t,x,y,u,r)ve Ky (t,x,y,u, r)iiretec fonksiyonlar: icin Mathematica kod-

lar1 ve uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.4) ve (3.5) bagmtilar icerisinde tanimlanan K (¢, x,y,u, 1) ve
K, (t,x,y,u,r) ireteg fonksiyonlar1 Mathematica paket programinda Wolfram program-

lama dili yardimiyla kodlanarak, baz1 uygulamalar1 verilmistir.

Mathematica Uygulamasi 1. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 yardimiyla, K; (¢, z,y,d,r) ve
K, (t,x,y,u,r) treteg fonksiyonlarinin » = 4 durumunda, ¢ parametresi igin rastgele
secilmig bir 6zel aralikta parametrik egrilerini ¢izen Mathematica Uygulamas asagidaki

gibidir:

K1[t_,x_,y_, Uvect ,r ]:=Exp[x+t+(Sum[(Uvect[[j]]) (1"j) ,{j,1,r}]) ]*Cos[y=t];

» K2[t_,x_,y_, Uvect_,r_J:==Exp[x=t+(Sum[(Uvect[[j]]) (t*j),{j,1,r}]) ]+Sin[y=t];
; ParametricPlot[{K1[t,3,3,{1,—5,2,—4},4], K2[t ,3,3,{1,-5,2,—4},4]},{ t,—1,1},LabelStyle—>

Directive[Black,Bold]]
ParametricPlot[{K1[t,—3,3,{1,-5,2,—4},4], K2[t,—3,3,{1,-5,2,—4},4]},{t,—1,1},LabelStyle—>
Directive[Black,Bold]]

s ParametricPlot[{K1[t,3,—3,{1,—5,2,—4},4], K2[t,3,—-3,{1,—-5,2,—4},4]},{t,—1,1},LabelStyle—>

Directive[Black,Bold]]
ParametricPlot[{K1[t,—3,-3,{1,-5,2,—4},4], K2[t,—3,-3,{1,-5,2,—4},4]}{t,—1,1},LabelStyle—>
Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 1 yardimiyla, » = 4, @ = (1,-5,2,—4) ve t € [—1,1]
olmak iizere, x ve y degiskenlerine gore, K; (¢, x,y, i, r) ve K5 (t, x,y, @, r) iirete¢ fonk-

siyonlarinin parametrik egrilerinin ¢izimleri Sekil 4.1 ile verilmistir. Ayrica, Sekil 4.1°den
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de goriilecegi iizere, K (t,x,y,u,4) ve Ky (t,z,y,u,4) tirete¢ fonksiyonlarinda z ve y

degiskenlerinin aldig1 degerlere gore farkli bolgelerde bulunmaktadir ve bu degerler de-

gistikce sekiller de degismektedir.

e

—05 \ yu 15

(a) K (t,3,3,4,4) ve
Ky (t,3,3,u,4) ireteg fonk-
siyonlarinin  parametrik olarak

cizimi

e

>

(c) K (t,3,-3,1,4) ve
Ko (t,3,-3,u,4) ireteg fonk-
siyonlarinin  parametrik olarak

cizimi

::\ /

()  Ki(t,—3,3,@,4)  ve

Ko (t,—3,3,1,4) irete¢ fonk-
siyonlarimin  parametrik olarak

cizimi

/

d Ky (t,—3,-3,u,4) ve
Ky (t,—3,—3,1,4) irete¢ fonk-

siyonlarinin  parametrik olarak

cizimi

Sekil 4.1. K (t,z,y,u,4) ve Ky (t,x,y,u,4) irete¢ fonksiyonlarimin parametrik olarak

cizimlerinden elde edilen parametrik egriler
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Mathematica Uygulamasi 2. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 yardimiyla, K, (¢, z,y,d,r) ve

K, (t,x,y,d,r) treteg fonksiyonlarinin » = 4 durumunda, ¢ ve y parametreleri i¢in rast-

gele secilmis 0zel araliklarda parametrik bolgesini ¢cizen Mathematica Uygulamasi agagi-

daki gibidir:

ParametricPlot[{K1[t, 2, vy, {1,—-5,2,—4}, 4],K2[t, 2, y, {1,-5,2,—4}, 4]},{t, —0.4, 0.4},{y,
—3, 3},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamas1 2 yardimyla, r =4, @ = (1,—5,2,—4) olmak iizere,
t € [-0.4,0.4], y € [-3,3] ve x = 2 degerleri i¢in, K; (t,x,y,u,r) ve Ky (t,2,y,u,r)

tirete¢ fonksiyonlarinin parametrik bolge olarak ¢izimi Sekil 4.2 ile verilmistir:

0.5

0.0 L |

=05k

I I L £ L
0.0 0.5 1.0 15

Sekil 4.2. K (t,2,y,u,4) ve Ky (t,2,y,4,4) ireteg fonksiyonlarinin parametrik ¢izim-

lerinden elde edilen parametrik bolge

Sekil 4.1°in yani sira Sekil 4.2 ile verilen parametrik ¢izim farkhidir. Sekil 4.2°de ¢ ve

y parametreleri i¢in rastgele secilmis 0zel araliklarda parametrik bolge ¢izimi verilmistir.

Mathematica Uygulamasi 3. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 yardimiyla, K; (¢, z,y,u,r) ve

K, (t,x,y,d,r) treteg fonksiyonlarinin » = 4 durumunda, ¢ ve = parametreleri i¢in rast-

gele secilmis 6zel araliklarda parametrik bolgesini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagi-

daki gibidir:

ParametricPlot[{K1[t,x,2,{1,~5,2,—4},4], K2[t,x ,2,{1,—5,2,—4},4]},{ t ,—0.8,0.8},{ x,—3,3},
LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]
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Mathematica Uygulamas1 3 yardimiyla, r =4, @ = (1, —5,2,—4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8], x € [-3,3] ve y = 2 degerleri i¢in, K; (t,x,y,u,r) ve Ky (t,x,y,u,r)

tirete¢ fonksiyonlariin parametrik bolge olarak ¢izimi Sekil 4.3 ile verilmigtir:

05| |

0.0

=05

Sekil 4.3. K (t,x,2,1,4) ve Ky (t,x,2,1,4) tireteg fonksiyonlarmin parametrik ¢izim-

lerinden elde edilen parametrik bolge

Sekil 4.1’in yam sira Sekil 4.3 ile verilen parametrik ¢izim farkhdir. Sekil 4.3’te ¢
ve x parametreleri icin rastgele se¢ilmis 6zel araliklarda parametrik bolge olarak cizimi

verilmistir.

Mathematica Uygulamasi 4. (3.4) bagintis1 yardimiyla, K (¢, z,y, @, r) iireteg fonksi-
yonunun 7 = 4 durumunda, ¢ ve x parametreleri icin rastgele secilmis 6zel araliklarda

yiizeyini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

K1p1=Framed["\\(\«+SubscriptBox[K,1](t,x ,\| Pi}/3,(1,-5,2,—4) ,4) \) " ,FrameStyle—>None,

FrameMargins —>9]

. Plot3D[K1[t,x,Pi/3,{1,—5,2,—4},4],{ t ,—0.8,0.8},{ x,— Pi,Pi}, AxesLabel —>{"t","x",K1p1},

LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamas1 4 yardimiyla, r =4, @ = (1,—5,2,—4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8] ve v € [~7, 7| ve y = % degerleri igin, K (t,z,y,,r) liretec fonksiyo-

nunun yiizeyinin ¢izimi Sekil 4.4 ile verilmigtir:
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B lf, =, i3, (1, -5, 2, -4, 4]

Sekil 4.4. K, (t, T, 3, U, 4) irete¢ fonksiyonunun yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 5. (3.4) bagntis1 yardimyla, K (¢, z,y, @, r) tirete¢ fonksi-
yonunun r = 4 durumunda, ¢ ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 6zel araliklarda
yiizeyini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

1 K1p2=Framed["\\(\=SubscriptBox[K,1](t \[ Pi )/3, y,(1,—5,2,—4),4)\) " ,FrameStyle—>None,

FrameMargins—>9]
> Plot3D[K1[t,Pi/3,y,{1,—5,2,—4},4],{ t ,—0.8,0.8},{ y,—Pi,Pi},AxesLabel—>{"t","y",K1p2},

LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 5 yardimiyla, r = 4, @ = (1, —5, 2, —4) olmak iizere,

t € [-0.8,0.8],y € [~7, 7] ve v = % degerleri i¢in, K (¢, z,y, u,r) iirete¢ fonksiyonu-

nun ylizeyinin ¢izimi Sekil 4.5 ile verilmisgtir:

[
Byl i3, 1, -8, 2, -4, 4) TOE T
045t "

Sekil 4.5. K, (t, .Y, U, 4) tirete¢ fonksiyonunun yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 6. (3.5) bagintis1 yardimiyla, K> (¢, z,y, @, r) tirete¢ fonksi-

yonunun 7 = 4 durumunda, ¢ ve = parametreleri icin rastgele secilmis 6zel araliklarda

yiizeyini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:
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K2p1=Framed["\\(\+*SubscriptBox[K,2](t,x ,\[ Pi]/3,(1,—5,2,—4) ,4)\) " ,FrameStyle—>None,
FrameMargins—>9]

Plot3D[K2[t,x,Pi/3,{1,-5,2,—4},4], {t,—0.8,0.8}, {x,—Pi, Pi}, AxesLabel—>{"t","x",K2p1},
LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 6 yardimiyla, r = 4, = (1, —5, 2, —4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8], v € [~m, 7] ve y = § degerleri icin, K (t,,y, u,r) iireteg fonksiyonu-

nun yiizeyinin ¢izimi Sekil 4.6 ile verilmisgtir:

Sekil 4.6. K, (t, T, %, U, 4) tirete¢ fonksiyonunun yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 7. (3.5) bagntis1 yardimiyla, K> (¢, z,y, @, r) tirete¢ fonksi-
yonunun r = 4 durumunda, ¢ ve y parametreleri icin rastgele secilmis 6zel araliklarda

yiizeyini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

K2p2=Framed["\\(\*SubscriptBox[K,2](t \[ Pi 1/3, y,(1,—5,2,—4),4)\) " ,FrameStyle —> None,
FrameMargins —> 9]

> Plot3D[K2[t,Pi/3,y,{1,—5,2,—4},4],{ t ,—0.8,0.8},{ y,—Pi,Pi},AxesLabel—>{"t","y",K2p2},

LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 7 yardimiyla, » = 4, @ = (1, —5,2, —4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8],y € [-m, 7] ve x = % degerleri i¢in, K, (¢, z,y, u,r) iirete¢ fonksiyonu-

nun yiizeyinin ¢izimi Sekil 4.7 ile verilmigtir:
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Mo lf, 13y, 1, -5, 2, -4), 4]

Sekil 4.7. K, (t, .Y, 4, 4) tirete¢ fonksiyonunun yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 8. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 yardimiyla, K, (¢, z,y,d,r) ve
K, (t,x,y,d,r) treteg fonksiyonlarinin » = 4 durumunda, ¢ ve x parametreleri i¢in rast-
gele secilmis 6zel araliklarda birlikte yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamas1 agagi-
daki gibidir:

Plot3D[{Legended[K1][t,x,Pi/3,{1,—5,2,—4},4], Framed["\\(\* SubscriptBox[K,1](t,x ,\[ Pi
13,(1,-5,2,—4),4)\) " ,FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]], Legended[K2][t,x,Pi
/3,{1,—5,2,—4},4],Framed["\\(\=SubscriptBox[K,2](t,x,\[Pi]/3,(1,—5,2,—4),4)\)",FrameStyle—>
None,FrameMargins —>9]]},{t,—0.8,0.8},{x,—Pi, Pi},AxesLabel—>{"t","x", None},LabelStyle
—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 8 yardimiyla, r = 4, & = (1, —5, 2, —4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8], v € [~7, 7| ve y = § degerleri i¢in, K (t,2,y,u,r) ve Ky (t,z,y,4,r)

irete¢ fonksiyonlarinin birlikte yiizeylerinin ¢izimi Sekil 4.8 ile verilmistir:

L Kift, x,mi3,(1,-5,2,-4), 4)

L Kaft, x, w13, (1,-5,2,-4), 4)

Sekil 4.8. K, (t, T, 3, U, 4) ve Ky (t, T, 3, U, 4) tiretec fonksiyonlarinin birlikte yiizeyle-

rinin ¢izimi
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Mathematica Uygulamasi 9. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 yardimiyla, K, (¢, z,y,d,r) ve
K, (t,x,y,d,r) treteg fonksiyonlarinin » = 4 durumunda, ¢ ve y parametreleri i¢in rast-
gele secilmis 6zel araliklarda birlikte yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamas1 agagi-
daki gibidir:

Plot3D[{Legended[K1[t,Pi/3,y,{1,—5,2,—4},4], Framed["\I\(\» SubscriptBox[K, 1](t \[ Pi]/3, y
,(1,-5,2,—4),4)\) ",FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]], Legended[K2[t,Pi/3,y
,{1,—5,2,—4},4],Framed["\\(\=SubscriptBox[K,2](t,\[Pi]/3,y,(1,—5,2,—4),4)\)",FrameStyle —>
None,FrameMargins —>9]]},{t,—0.8,0.8}, {y,—Pi, Pi},AxesLabel—>{"t","y", None},
LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamas1 9 yardimiyla, r =4, 4 = (1,—5,2,—4) olmak iizere,
t € [-0.8,0.8],y € [-7, 7] ve x = % degerleri icin, K (t,2,y,d,7) ve Ky (t,2,y,4,7)

tirete¢ fonksiyonlarinin birlikte yiizeylerinin ¢izimi Sekil 4.9 ile verilmistir:

7B K sy, (1,-5,2,-8), 4)

B Ki(t, mi3, y,(1,-5,2,-4),4)

Sekil 4.9. K; (t, .Y, U, 4) ve Ko (t, .Y, U, 4) tirete¢ fonksiyonlarinin birlikte yiizeyleri-

nin ¢izimi

4.5.2. ki (n;x,y,u,r) polinomlar: icin Mathematica kodlar1 ve uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.7) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram program-
lama dili yardimiyla kodlanarak, k; (n; x, y, @, r) polinomlarinin degerleri hesaplanmustir.
Ayrica, Mathematica paket programi yardimiyla k; (n; x, y, i, ) polinomlarinin bazi 6zel
degerleri icin grafikleri ve yiizeyleri ¢izilmistir.

Mathematica Uygulamasi 10. (3.7) denklemi yardimiyla, &k (n;z,y, d,r) polinomla-
rimin » = 2 ve r = 3 durumlarinda, degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi

asagidaki gibidir:
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i Unprotect[Power];

> Power[0,0]=1;

; Protect[Power];

+ g[n_,Uvect_]:=Return[Sum[Factorial[n]-((Uvect[[1]]*(n—2xs)=Uvect[[2]]"s)/(Factorial[s ]+
Factorial[n—2+s])),{s,0,Floor[n /2]}]];

s H[n_,Uvect_,r_]:=(If [r==2,g[n,Uvect], If [r>2,Return[Factorial[n]-Sum[((((Uvect[[r]]) *(j)) =(H[n
—r+j,Uvect,r—1]))/(Factorial[ j ]« Factorial[n—r+j]) ) ,{ j ,0,Floor[n/r T} ;

o k1[n_,x_,y_,Uvect_,r_]:=ReplaceAll[Subscript[ToString[u],ToString[1]]—>"x"+Subscript|
ToString[u],ToString[1]]][Sum[Binomial[n,2+j]((—1)"j)=(y"(2+j))*H[n—(2+j),Uvect,r],{j,0,Floor
[n /21311

7 TableForm[Table[k1[n,x,y,Table[Subscript[ToString[u], ToString][i]],{i ,1,2}],2],{ n,0,5}],
TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,y,\\vec{u},2\\right
)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(1;x,y,\
vec{u},2\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_
{1N\left(2;x,y,\\Wec{u},2\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToOExpression["{
HoldForm}[{k}_{1}\\left(3;x,y,\\vec{u},2\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(4;x,y,\\vec{u},2\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,y,\\vec{u},2\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}}]

s TableForm[Simplify[Table[k1[n,x,y, Table[Subscript[ToString[u], ToString[i]].{i ,1,3}],3],{ n

,0,5}]], TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,y,\\vec{u

13\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left
(1;x,y,\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm
H{K}_{1R\eft(2;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ TOExpression|
"{HoldForm}[{k}_{1}\left(3;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(4;x,y,\\vec{u},3\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}}]

o TableForm[Simplify[Table[k1[n,x,y, Table[Subscript[ToString[u],ToString][i]].{i ,1,4}],4],{ n

,0,5}]], TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,y,\\vec{u

1, 4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left
(1;x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm
K _{1}\eft(2;x,y,\\vec{u},4\\right)]" , TeXForm], TraditionalForm], ToString[ TOExpression[
"{HoldForm}[{k}_{1\left(3;x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\eft(4;x,y,\\vec{u},4\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}}]
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Mathematica

Uygulamasi 10 yardimiyla, r = 2, 4 = (ug,uz) ve & = (x + uq, ug)

alinarak, n € {0,1,2,3,4,5} degerleri igin k; (n;z,y, @, r) polinomlarinin degerlerinin

hesaplamalar1 asagidaki gibi verilmisgtir:

Mathematica

almarak, n € {0, 1

=1

Y

= T+ Uy,

2

T4 up)” + 2uy — v,

3

T+ up 6 (z +uy) us — 3y° (z +uy),

5

( )

( )"+

(24 up)* 4 12 (& + uy)” up + 1202 — 63/ ((z+ uy)” + 2uy) + y*
(2 4 u1)® 4 20 (@ + u1)® up + 60 (z 4 uy) u2 — 10y? (z + uy)*

—60y” (z + up) ug + 5y* (z + uy) .

Uygulamasi 10 yardimiyla, r = 3, @ = (uq, uz, u3) ve £ = (x + uy, ug, u3)

,2,3,4,5} degerleri igin ky (n;x,y, @, r) polinomlarinin degerlerinin

hesaplamalari asagidaki gibi verilmisgtir:

Mathematica

—

= 1,

= T+ u,

= (x+u)” + 2uy — 1,

= (4 u1)® 46 (z +uy) uy + 6us — 3y* (2 + uy)

= (z+w) +12 (x4 u)? ug + 1202 + 24 (x + uy) us
—6y* ((z +w1)? + 2uz) + y*

= (x4 u)” +20 (x4 uy)® us + 60 (x + uy) u2 — 10y% (z 4 u,)*
—60y* ((z + 1) ug + uz) + 5y* (z + uy)

+60 ((z + u)” + 2us) us.

Uygulamast 10 yardimiyla, r = 4, @ = (uy,ug,us,uy) Ve

T = (x4 uy,us, us, uy) alnarak, n € {0,1,2,3,4,5} degerleri icin k; (n;x,y,u,r)
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polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

ki(0;x,y,4,4) = 1,

ki (Lx,y,d,4) = x4 u,

ki (2;m,y,7,4) = (@ +u)? 4 2us — 1,

ki (3;2,y,@,4) = (x+u)’ 46 (@ +uy) up + 6us — 3y (x +uy)

ky (42,0, 0,4) = (v 4+u)' + 12 (2 +up)® ug + 1202 + 24 (z + uy) ug + 24uy

—6y2 ((l’ + U1)2 + 2u2) —+ y4
ki (5;z,y,u,4) = (x4 u1)5 + 20 (x + u1)3 us + 60 (z + uq) u% — 10> (x + u1)3
—60y? ((z + wy) ug + us) + 5y* (z + wy)

+60 ((z + u)” + 2us) ug + 120 (2 + wy) ug + 120us.

Mathematica Uygulamasi 11. (3.7) denklemi yardimiyla, k; (n; x,y, @, r) polinomlari-
nnr =3,4,5ven € {0,1,2,3,4,5,6} durumlarinda, 2 parametresi i¢in rastgele se¢il-

mis 0zel aralikta grafiklerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

i Plot[Evaluate[Table[k1[n,x,5,{x +3,5,1},3],{ n ,0,6}]],{ x,—50,50},AxesLabel—>{"x",ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k} _{1}\\left(n;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
1},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1h\left(0;x,5,\\vec{u},3\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(1;x,5,\\vec{u
1,3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(2;
x,5,\\ec{u},3\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}
_{1N\eft(3;x,5,\\vec{u},3\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{1}1\\left(4;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],TraditionalForm], ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(6;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

> Plot[Evaluate[Table[k1[n,x,5,{x +3,5,1,8},4],{ n ,0,6}]],{ x,—50,50},AxesLabel—>{"x",ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(n;x,5,\\vec{u},4\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
1},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(0;x,5,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(1;x,5,\\vec{u
1, 4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(2;
x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}
_{1N\eft(3;x,5,\\vec{u},4\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToOExpression["{
HoldForm}[{k}_{1}1\\left(4;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[
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ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(5;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(6;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

;» Plot[Evaluate[Table[k1[n,x,5,{x +3,5,1,8,2},5],{ n ,0,6}]],{ x,—50,50},AxesLabel—>{"x",ToString
[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(n;x,5,\\vec{u},5\\right)]" , TeXForm],
TraditionalForm]},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,5,\\
vec{u},5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\
left(1;x,5,\\vec{u},5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{1}\\left(2;x,5,\\vec{u},5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(3;x,5,\\vec{u},5\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(4;x,5,\\vec{u},5\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(5;x,5,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(6;x,5,\\vec{u
1,5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 11 yardimiyla, sirasiylar = 3, @ = (3,5,1), r =4,
u=(3,5,1,8) ver =5,4d=(3,5,1,8,2) olmak iizere, n € {0,1,2,3,4,5,6},
x € [—50,50] ve y = 5 degerleri i¢in, k; (n; z, y, @, r) polinomlarinin grafiklerinin ¢izim-

leri sirastyla Sekil 4.10 - Sekil 4.12 ile verilmigtir:

bl .53 — ki(05x,5,5,3)
I\'\ ax108 | |'II ,e"; k'“; x,5,4, 3}
\'\_\l\ ."III ; ;/" ki (2; x,51, 3}
\ 2y f /’j - n‘ﬂ(3; x, 51, 3}
, / ’

P R ) . — k,{4;x, 5,3,3}

_40 —%ﬂ’ 20 40
/ ) — k.{5;x, 5.1, 3}
I."' PR k,[s;x, 5,3,3}

Sekil 4.10. k; (n; x, 5, , 3) polinomlarinin grafik ¢izimleri
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kq(m; x, 5, T, 4) — ki([}; X, 5, E, 4}

| / . R
\"..\.\ 41105 L III|I -lll.l.l.,- k|(1, X, 5, i, 4}
\ f /'/ ki {2; x, 5 u, 4}
\ 2x10% | / / .

. /I — lnl:S;x, 5,u,4}

AN |/
] L ensan
jﬂ/ & — 31(5;1, 5,3,4}

Lae108 |

/ k(65 x, 5, 4)

Sekil 4.11. k; (n; x, 5, @, 4) polinomlarinin grafik ¢izimleri

kq(m; x, 5,7, 5) . kl([}; x, 5, E, 5}

\ porob | J.'l- f,-"f k(1 x, 5,4, 5)
\'\_ f'll ki(2 x, 5,1, 5)
\ 2e10%] f,-" //: — ki3 x,5,3,5)
o~ A kif4; x, 5,4, 5)

-40 —%IJ' 20 40
f — a5 x, 5,4, 5)

f Lax108 |

k.[s; x, 5.1, 5}

Sekil 4.12. k; (n; x, 5,4, 5) polinomlarinin grafik ¢izimleri

Mathematica Uygulamasi 12. (3.7) denklemi yardimuyla, k; (n; x,y, @, r) polinomlari-
nnr =4ven € {0,1,2,3,4,5} durumlarinda, x ve y parametreleri i¢in rastgele se¢ilmis

0zel araliklarda yiizeylerini ¢cizen Mathematica Uygulamas1 asagidaki gibidir:

1 k1P40 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

» k1P41 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(1;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

3 k1P42 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(2;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

. k1P43 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(3;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

103



BULGULAR VE TARTISMA N. KILAR

5 k1P44 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(4;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

s k1P45 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[k1[0,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",
k1P40},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[k1[1,x,y,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y
,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k1P41},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k1[2,x,y
,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y" k1P42},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]],Plot3D[k1[3,x,y,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",
k1P43},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k1[4,x,y,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{
y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k1P44},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[k1[5,x,y
{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y" k1P45},LabelStyle —>Directive[
Black,Bold]]}},imageSize —>800]

Mathematica Uygulamas1 12 yardimiyla, r =4, @ = (3,5,1,8) olmak iizere,
n€{0,1,2,3,4,5}, x € [-0.8,0.4] ve y € [—5, 5] degerleri i¢in, k; (n;z,y,u,r) poli-

nomlarinin ylizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.13 ile verilmisgtir:
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20

PN 18,

k(5w v, 8, 4) 10000<_

=10000

/

Sekil 4.13. £y (n; x,y, @,4) polinomlarmin yiizeylerinin ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 13. (3.7) denklemi yardimuyla, k& (n; z, y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 4 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 0zel aralik-

larda ylizeyini cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k1P420 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(20;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

. Plot3D[k1[20,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—0.8,0.4},{y,— 5,5}, AxesLabel —>{"x","y",k1P420},LabelStyle

—> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 13 yardimiyla, » = 4, @ = (3, 5, 1, 8) olmak iizere, n = 20,
x € [—0.8,0.4], y € [—5,5] degerleri i¢in, k; (n;z,y, u,r) polinomlarmin yiizeyinin ¢i-
zimi Sekil 4.14 ile verilmistir. Ayrica, Sekil 4.14°den de goriilecegi lizere, n degeri arttikca

seklin saginda ve solunda deformasyonlar olugmaktadir.

Sekil 4.14. k; (20; x, y, @, 4) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 14. (3.7) denklemi yardimuyla, k; (n; x,y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 4 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele sec¢ilmis 0zel aralik-

larda yiizeyini ¢cizen Mathematica Uygulamas1 asagidaki gibidir:

Plot3D[k1[20,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—10,10},{y,—13,13},AxesLabel—>{"x","y" ,k1P420},
LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 14 yardimiyla, » = 4, @ = (3, 5, 1, 8) olmak iizere, n = 20,
x € [-10,10], y € [—13,13] degerleri i¢in, ki (n; x,y, d, r) polinomlarnin yiizeyinin

cizimi Sekil 4.15 ile verilmistir:
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. & e et
F120; =, 0, 4.|2 § 10241&. ‘__.4‘,"44.
ol
-2« 1023t
S il
=10 o,

10

Sekil 4.15. k; (20; x, y, @, 4) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 15. (3.7) denklemi yardimuyla, k; (n; x,y, @, r) polinomlari-
ninr =5ven € {0,1,2,3,4,5} durumlarinda, = ve y parametreleri i¢in rastgele segilmig

0zel araliklarda yiizeylerini ¢cizen Mathematica Uygulamas1 asagidaki gibidir:

1 k1P50 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(0;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

» k1P51 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(1;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

3 k1P52 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(2;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

+ k1P53 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(3;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

s k1P54 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(4;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

o k1P55 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\left(5;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[k1[0,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",
k1P50},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[k1[1,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4}
y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k1P51},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k1[2,x,
y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y" k1P52} LabelStyle —>
Directive[Black,Bold]],Plot3D[k1[3,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},{ y,—5,5},AxesLabel —>{
"x","y" ,k1P53},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k1[4,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x
,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y" k1P54},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],
Plot3D[k1[5,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y" k1 P55},
LabelStyle —>Directive[Black,Bold]]}},imageSize —>800]
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Mathematica Uygulamasi 15 yardimiyla, » =5, @ = (3,5,1,8,2) olmak iizere,
n€{0,1,2,3,4,5}, x € [-0.8,0.4] ve y € [—5, 5] degerleri i¢in, k; (n;z,y, i, r) poli-

nomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.16 ile verilmistir:

Sekil 4.16. &y (n; x,y, @, 5) polinomlarmin yiizeylerinin ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 16. (3.7) denklemi yardimiyla, &y (n; z, y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 5 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 0zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k1P520 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{1}\\left(20;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins—> 9]

. Plot3D[k1[20,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—0.8,0.4},{y,— 5,5}, AxesLabel—>{"x","y",k1P520},

LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 16 yardimiyla, r = 5, @ = (3,5, 1, 8, 2) olmak tizere, n =
20, x € [—0.8,0.4], y € [-5, 5] degerleri i¢in, k; (n; z,y, @, r) polinomlarinin yiizeyinin

cizimi Sekil 4.17 ile verilmistir:

Sekil 4.17. k; (20; x, y, @, 5) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 17. (3.7) denklemi yardimuyla, k; (n; x,y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 5 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele sec¢ilmis 0zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

Plot3D[k1[20,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—10,10},{y,—13,13},AxesLabel—>{"x","y" k1P520},
LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 17 yardimiyla, r = 5, @ = (3,5, 1, 8, 2) olmak tizere, n =
20, z € [—10,10], y € [—13, 13] degerleri i¢in, k1 (n; z,y, 4, r) polinomlarinin yiizeyinin

cizimi Sekil 4.18 ile verilmistir:
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Sekil 4.18. k; (20; x, y, @, 5) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

4.5.3. ks (n;x,y,u,r) polinomlar: icin Mathematica kodlar1 ve uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.8) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram program-
lama dili yardimiyla kodlanarak, ks (n; z, y, @, r) polinomlarinin degerleri hesaplanmustir.
Ayrica, Mathematica paket programi yardimiyla ks (n; x, y, @, r) polinomlarinin bazi1 zel

degerleri icin grafikleri ve yiizeyleri ¢izilmistir.

Mathematica Uygulamasi 18. (3.8) denklemi yardimiyla, ks (n;z,y, @, ) polinomla-
rnin 7 = 2 ve r = 3 durumlarinda, degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi

asagidaki gibidir:

1 k2[n_,x_,y_,Uvect_,r_]:=ReplaceAll[Subscript[ToString[u],ToString[1]]—>"Xx"+Subscript[
ToString[u], ToString[1]]][Sum[Binomial[n,2+j+1] ((—1)"])=(y*(2+j+1))«H[n—1—(2x}),Uvect,r
1{1,0,Floor{(n—1)/2]}]];

> TableForm[Table[k2[n,x,y,Table[Subscript[ToString[u], ToString([i]],{i ,1,2}],2],{ n,0,5}],
TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,y,\\vec{u},2\\right
)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\left(1;x,y,\\
vec{u},2\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_
{2M\left(2;x,y,\\Wec{u},2\\right)] ", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{2}\\left(3;x,y,\\vec{u},2\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(4;x,y,\\vec{u},2\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,y,\\vec{u},2\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}}]

; TableForm[Simplify[Table[k2[n,x,y, Table[Subscript[ToString[u], ToString]i]].{i ,1,3}],3],{ n
,0,5}]], TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,y,\\vec{u
1,3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left
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(1;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm
H{k}_{2)\eft(2;x,y,\\vec{u},3\\right) ] " , TeXForm], TraditionalForm], ToString[ TOExpression[
"{HoldForm}[{k}_{2\\left(3;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(4;x,y,\\vec{u},3\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,y,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]}}]

+ TableForm[Simplify[Table[k2[n,x,y,Table[Subscript[ToString[u], ToString[i]].{i ,1,4}],4],{ n

,0,5}]], TableHeadings—>{ {ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,y,\\vec{u

1L4\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left
(1:x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm
Hi{k}_{2}\eft(2;x,y \\vec{u},4\\right)]" , TeXForm], TraditionalForm],ToString[ TOExpression[
"{HoldForm}[{k}_{2)\\left(3;x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(4;x,y,\\vec{u},4\\right)]" , TeXForm], TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,y,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],

TraditionalForm]}}]

Mathematica Uygulamasi 18 yardimiyla, r = 2, @ = (uq,us) ve & = (x + uqg, ug)
alinarak, n € {0,1,2,3,4,5} degerleri igin ks (n; z,y, @, r) polinomlarinin degerlerinin

hesaplamalari asagidaki gibi verilmisgtir:

ko (0;2,y,4,2) = 0,

ka (Lix,y,4,2) =y,

ko (252,y,10,2) = 2y (x+u),

ks (3;2,y,4,2) = 3y(( x+U1)2+2U2) -,

ko (4;2,y,1,2) = 4y(x+u1)3—|—6(x+u1)u2)—4y3(3:+u1),
ks (552,y,1,2) = ((a:+u1)4+ 12 (@ + ug) ug + 12u3)

—10y* ((z + u)? + 2us) +y°.

Mathematica Uygulamasi 18 yardimiyla, r = 3, @ = (uq, ug, u3) ve ¥ = (x + uq, ug, u3)

alinarak, n € {0,1,2,3,4,5} degerleri igin ko (n;x,y, @, r) polinomlarinin degerlerinin
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hesaplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

k2 (0y2,y,14,3) = 0,

ko (Lw,y,10,3) = v,

ko (2;x,y,1,3) = 2y(z+u),

ke (3;z,y,u,3) = 3y ((w+u1)2 + 2us) -y’

ko (4;2,y,u,3) = 24y (% ((m+u1)3+6(:z:+u1)u2) +u3) — 4y (2 + u),

1
ky (5;x,y,u,3) = 120y (ﬂ ((z + w)t + 12 (2 4 up) ug + 12u3) + (z + wy) u3>

—10y* ((z + uy)® + 2us) + y°.

Mathematica Uygulamas1 18 yardimiyla, » = 4, 4 = (uy,ug,ug,uy) Ve

¥ = (x4 uy,ug, us, uys) almarak, n € {0,1,2,3,4,5} degerleri igin ky (n;x,y,u,r)

polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 agagidaki gibi verilmigtir:

ko (0;2,y,1,4) = 0,

ko (Liz,y, 1, 4) = v,

ko (25m,y,4,4) = 2y(z+w),

ks (3;x,y,u,4) = 3y ((m+u1)2+2u2) — 3,

ko (4;2,y,1,4) = 24y (é ((x+u1)3+6(:v+u1)u2) —|—U3) — 41 (x + ),

1
ko (5;m,y,1,4) = 120y <ﬁ ((z + )t 412 (x + up) us + 12u§))

+120y((2 + ur) uz + ua) — 10y° ((x + 1) + 2uz) + y°.

Mathematica Uygulamasi 19. (3.8) denklemi yardimuyla, ks (n; x, y, @, r) polinomlari-
ninr = 3,4,5ven € {0,1,2,3,4,5} durumlarinda, = parametresi i¢in rastgele se¢ilmig

Ozel aralikta grafiklerini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

i Plot[Evaluate[Table[k2[n,x,5,{x +3,5,1},3],{ n ,0,6}]],{ x,—50,50},AxesLabel—>{"x",ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(n;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
1},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2h\left(0;x,5,\\vec{u},3\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(1;x,5,\\vec{u
1,3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(2;
x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}
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_{2)\Veft(3;x,5,\\vec{u},3\\right)]",TeXForm], TraditionalForm], ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{2)\\left(4;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],TraditionalForm], ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm], TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(6;x,5,\\vec{u},3\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

> Plot[Evaluate[Table[k2[n,x,5,{x +3,5,1,8},4],{ n ,0,6}]], {x,—50,50},AxesLabel—>{"x", ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2})\\left(n;x,5,\\vec{u},4\\right)]" , TeXForm],TraditionalForm
1},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2h\left(0;x,5,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(1;x,5,\\vec{u
1,4\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(2;
x,5,\\ec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}
_{2)\Veft(3;x,5,\\vec{u},4\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{2})\\left(4;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k} _{2}\\left(5;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(6;x,5,\\vec{u},4\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

; Plot[Evaluate[Table[k2[n,x,5,{x +3,5,1,8,2},5],{ n ,0,6}]], {x,—50,50},AxesLabel—>{"x",
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(n;x,5,\\vec{u},5\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm]},PlotLegends—>{ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,5,\\
vec{u},5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\
left(1;x,5,\\vec{u},5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{k}_{2}\\left(2;x,5,\\vec{u},5\\right)]",TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(3;x,5,\\vec{u},5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm
], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2)\\left(4;x,5,\\vec{u},5\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,5,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(6;x,5,\\vec{u
1,5\\right)]", TeXForm], TraditionalForm]},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 19 yardimiyla, » = 3, @ = (3,5,1),r = 4, @ = (3,5,1,8)
ver = 5,4 = (3,5,1,8,2) olmak iizere, n € {0,1,2,3,4,5,6}, x € [-50,50] vey = 5
degerleri i¢in, ko (n; =, y, @, r) polinomlarinin grafiklerinin ¢izimleri sirasiyla Sekil 4.19 -

Sekil 4.21 ile verilmistir:
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Sekil 4.20. &y (n; x,y, @,4) polinomlarinin grafik ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 20. (3.8) denklemi yardimuyla, ks (n; z, y, @, r) polinomlari-
nnr =4ven € {0,1,2,3,4,5} durumlarinda, = ve y parametreleri i¢in rastgele se¢ilmis

0zel araliklarda yiizeylerini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k2P40 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

> k2P41 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(1;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

; k2P42 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(2;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]
k2P43 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(3;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

5 k2P44 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(4;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]
k2P45 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,y,\\vec{u},4\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[k2[0,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",

k2P40},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]],Plot3D[k2[1,x,y,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4} {y
,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k2P41},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]} ,{Plot3D[k2[2,x,y,{
x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y" ,k2P42} L abelStyle—>Directive[
Black,Bold]],Plot3D[k2[3,x,y,{x+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y",
k2P43},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k2[4,x,y,{Xx+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4} {y
,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k2P44},LabelStyle—>Directive[Black,Bold]],Plot3D[k2[5,x,y,{x
+3,5,1,8},4],{x,—0.8,0.4} ,{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",k2P45},LabelStyle —>Directive[
Black,Bold]]}},ImageSize —>800]

Mathematica Uygulamas1 20 yardimiyla, » =4, @ = (3,5,1,8) olmak iizere,
n€{0,1,2,3,4,5}, xz € [-0.8,0.4],y € [-5, 5] degerleri i¢in, ks (n; x, y, i, ) polinom-

larimin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.22 ile verilmistir:
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Sekil 4.22. ky (n; x,y, @, 4) polinomlarimin yiizeylerinin ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 21. (3.8) denklemi yardimuyla, ks (n; z, y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 4 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 0zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k2P420 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(20;x,y,\\vec{u},4\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle—>None,FrameMargins—>9]

. Plot3D[k2[20,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—0.8,0.4},{y,— 5,5}, AxesLabel —>{"x","y", k2P420},LabelStyle

—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 21 yardimiyla, » = 4, @ = (3, 5, 1, 8) olmak iizere, n = 20,
€ [-0.8,0.4], y € [—5,5] degerleri i¢in, ko (n; x,y, @, r) polinomlarmin yiizeyinin ¢i-
zimi Sekil 4.23 ile verilmistir. Ayrica, Sekil 4.23’den de goriilecegi lizere, n degeri arttikca

sekilde deformasyonlar olugsmaktadir.

Sekil 4.23. L, (20; x, y, @, 4) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 22. (3.8) denklemi yardimuyla, ko (n; x, y, @, r) polinomlari-
nin r = 4 ve n = 20 durumunda, = ve y parametreleri icin rastgele se¢ilmis 6zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi agagidaki gibidir:

Plot3D[k2[20,x,y,{x +3,5,1,8},4],{ x,—10,10},{y,—13,13},AxesLabel—>{"x","y" ,k2P420},
LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 22 yardimiyla, r = 4, @ = (3,5, 1, 8) olmak tizere, n = 20,
€ [—10,10], y € [—13,13] degerleri i¢in, ks (n;x,y, @, r) polinomlarinin yiizeyinin

cizimi Sekil 4.24 ile verilmistir:
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Sekil 4.24. k; (20; x, y, i, 4) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 23. (3.8) denklemi yardimuyla, ko (n; x, y, @, r) polinomlari-
nnr =5ven € {0,1,2,3,4,5} durumlarinda, = ve y parametreleri i¢in rastgele se¢ilmis

ozel araliklarda yiizeylerini ¢cizen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k2P50 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(0;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

» k2P51 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(1;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

» k2P52 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(2;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]
k2P53 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(3;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

5 k2P54 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(4;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

7

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

k2P55 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(5;x,y,\\vec{u},5\\right)]",
TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

GraphicsGrid[{{Plot3D[k2[0,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—0.8,0.4} {y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y",
k2P50},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[k2[1,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},
{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y" k2P51},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k2[2,
x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{ x,—0.8,0.4},{ y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y",k2P52} ,LabelStyle —>
Directive[Black,Bold]],Plot3D[k2[3,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>
{"x","y" k2P53},LabelStyle—> Directive[Black,Bold]]},{Plot3D[k2[4,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x
,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel—>{"x","y" k2P54},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],
Plot3D[k2[5,x,y,{x+3,5,1,8,2},5],{x,—0.8,0.4},{y,—5,5},AxesLabel —>{"x","y",k2P55},
LabelStyle —>Directive[Black,Bold]]}},iImageSize —>800]
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Mathematica Uygulamasi 20 yardimiyla, » = 5, @ = (3,5, 1, 8, 2) olmak iizere,
n€{0,1,2,3,4,5},z € [-0.8,0.4],y € [—5, 5] degerleri i¢in, ks (n; z,y, @, r) polinom-

larimin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.25 ile verilmistir:

h2{2; ENRE 5}

Sekil 4.25. ky (n; x,y, @, 5) polinomlarmin yiizeylerinin ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 24. (3.8) denklemi yardimuyla, ks (n; z, y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 5 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 0zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

k2P520 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{k}_{2}\\left(20;x,y,\\vec{u},5\\right)]",

TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins—> 9]

. Plot3D[k2][20,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—0.8,0.4},{y,— 5,5}, AxesLabel—>{"x","y",k2P520},

LabelStyle —> Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamasi 24 yardimiyla, r = 5, @ = (3,5, 1, 8, 2) olmak tizere, n =
20, x € [—0.8,0.4], y € [-5, 5] degerleri i¢in, ky (n; z,y, @, r) polinomlarinin yiizeyinin

cizimi Sekil 4.26 ile verilmistir:

21023l

Sekil 4.26. ko (20; x, y, i, 5) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

Mathematica Uygulamasi 25. (3.8) denklemi yardimuyla, ko (n; x, y, @, r) polinomlari-
nin 7 = 5 ve n = 20 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele sec¢ilmis 0zel aralik-

larda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

Plot3D[k2[20,x,y,{x +3,5,1,8,2},5],{ x,—10,10},{y,—13,13},AxesLabel—>{"x","y" k2P520},
LabelStyle—>Directive[Black,Bold]]

Mathematica Uygulamas1 25 yardimiyla, » =5, @ = (3,5,1,8,2) olmak iizere,
n = 20, x € [—10,10], y € [—13,13] degerleri igin, ks (n;x,y, u, ) polinomlarinin

yiizeyinin ¢izimi Sekil 4.27 ile verilmistir:
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ko (20 #, ¥, 5, 5)

Sekil 4.27. ko (20; x, y, @, 5) polinomlarinin yiizeyinin ¢izimi

4.6. r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson Tipli Yiiksek Mertebeden Fu-

bini Polinomlari Icin Mathematica Kodlari ve Bunlarim Uygulamalar

Bu boliimde, (3.19) ve (3.33) bagintilarinda tanimlanan r-parametreli Hermite-tabanl
Milne-Thomson tipli polinomlar ailesinin iirete¢ fonksiyonlarindan yararlanarak, r-para-
metreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli yiiksek mertebeden Fubini polinomlarinin
degerleri Mathematica paket programinda Wolfram programlama dili yardimiyla kod-
lanarak hesaplanmistir. Ayrica, bu kodlar kullanilarak, bu polinom ailelerinin yiizeyleri

cizilmistir.

4.6.1. gbi(n,z,y,z;d,r 1) polinomlar: icin Mathematica kodlar: ve uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.23) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram program-
lama dili yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson
tipli z. mertebeden Fubini polinomlarinin hem degerleri hesaplanmis hem de yiizeyleri
cizilmistir. Ayrica, yiikksek mertebeden iki parametreli kosiniis-Fubini tipli polinomlarin
ve yliksek mertebeden Fubini tipli sayilarin degerlerini hesaplayan Mathematica kodlar1

da verilmistir.

Mathematica Uygulamasi 26. (2.57), (2.61) ve (2.62) denklemleri yardimiyla, yiiksek
mertebeden Fubini tipli sayilarin degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi agagi-

daki gibidir:

1 Unprotect[Power];
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> Power[0,0] = 1;

s Protect[Power];

+ w[n_]:=Sum[StirlingS2[n,j]-Factorial[j 1.{ j ,0,n}];

s a[n_]:=Return[2-Sum[Binomial[n,jlw[j]*w[n—j],{j,0,n }];

o a[n_,k_]:=(If [k==1,a[n], If [k>1,Return[Sum[Binomial[n,jl-a[j]«a[n—j,k—1],{j,0,n }]N]) ;

7 FubiniTypeS[m_] := Table[a[n,k], {n,0,m}, {k,1,m}]

s TableForm[FubiniTypeS[5],TableHeadings \[RightArrow] {{Superscript["\\(\«SubscriptBox[a,0]\)
", Row[{"(", "k", ")" }]], Superscript[" \\(\+ SubscriptBox[a,1]\)", Row[{"(", "k", ")" }I,
Superscript[" \I\(\« SubscriptBox[a,2]\)", Row[{"(", "k", ")" }]], Superscript[" \I\(\»
SubscriptBox[a,2]\)", Row[{"(", "k", ")" }]], Superscript[" \\(\+ SubscriptBox[a,3]\)", Row
[{"(", "k", ")" 1, Superscript[" \\(\» SubscriptBox[a,4]\)", Row[{"(", "k", ")" HI,
Superscript[" \I\(\* SubscriptBox[a,5]\)", Row[{"(", "k", ")" }]I}.{ "k=1", "k=2", "k=3", "k
=4", "k=5"}]

Mathematica Uygulamas: 26 yardimiyla, n € {0,1,2,3,4,5} ve k € {1,2,3,4,5}
degerleri i¢in yiiksek mertebeden Fubini tipli sayilarin degerlerinin hesaplamalar1 Cizelge

4.13 ile verilmisgtir:

Cizelge 4.13. k) icin bazi1 sayisal degerler

n\ k 1 2 3 4 5
0 2 4 8 16 32
1 4 16 48 128 320
2 16 96 384 1280 3840
3 88 736 | 3744 | 15104 | 53120
4 616 | 6816 | 42720 | 204032 | 827520
5 5224 | 73696 | 556128 | 3093248 | 14288000

Mathematica Uygulamasi 27. (2.115) denklemi yardimiyla, yiiksek mertebeden iki pa-
rametreli Fubini tipli polinomlarin degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi asa-

g1daki gibidir:

c[n_x_,y_]:= Sum[(—1)Aj«Binomial[n, 2xj]xx(n—2+))xy*(2+), {]j,0,Floor[n /2]}];

> ac[n_,x_,y_.k_]:=Sum[Binomial[n,j]<a[j,k]c[n—j,x,y ,{ j ,0,n}];

; TableForm[Table[ac[n,x,y,1],{n,0,5}], TableHeadings—>{{ToString[ToExpression["{HoldForm
H{a}_{0}*\{c,1\P\eft(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[TOExpression["{
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HoldForm}[{a}_{1}*\{c,1\)\\left(x,y\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{a}_{2}"\{c,1\I\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{3}"\{c,1\Nleft(x,y\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{4}"\{c,1\}\left(x,y\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{a}_{5}"\{c,1\}\\left(x,y\
right)]", TeXForm], TraditionalForm]}}]

+ TableForm[Table[ac[n,x,y,2],{n,0,5}], TableHeadings —>{{ToString[ TOExpression["{HoldForm
H{a}_{o}\{c,2\)\eft(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{a}_{1}"\{c,2\\\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{a}_{2}"\{c,2\I\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{3}"\{c,2\Nleft(x,y\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{4}"\{c,2\}\left(x,y\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{a}_{5}"\{c,2\}\\left(x,y\\
right)]", TeXForm],TraditionalForm]}}]

Mathematica Uygulamasi 27 yardimiyla, £ = 1 alimarak, n € {0,1,2,3,4,5} deger-

leri i¢in agf’k) (x,y) ile gosterilen yiiksek mertebeden iki parametreli kosiniis-Fubini tipli

polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

ay (x,y) = 2,
a“V(z,y) = 4+ 2z,

(z,y)
(z,y)

aéc’l)(ac, y) = 16+ 8z +2(2* —9?),
(z,y) = 88448z + 12(2® — y*) + 2(2® — 3z1?),
(z,y) = 616+ 3522 + 96(x — ?) + 16(z® — 3wy?) + 2(2* — 627y + ¢*),
(z,y) = 52244 3080z + 880 (2 — y?) + 160 (2° — 3zy?)

+ 20 (2* — 62%y* + y') + 2 (2° — 102%y* + Hay?) .

Mathematica Uygulamasi 27 yardimiyla, £ = 2 alinarak, n € {0, 1,2,3,4,5} deger-

leri icin ale™) (x,y) ile gosterilen yiiksek mertebeden iki parametreli kosintis-Fubini tipli
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polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

ag " (z,y) = 4,

o\ (z,y) = 16+ 4z,

al?(z,y) = 964 32 + 4(2? — ),

a? (z,y) = 736+ 288z + 48(2% — y?) + 4(2® — 3xy?),

afP(x,y) = 6816 + 2944z + 576(2* — y?) + 64(a° — 3uy?) + 4(x* — 62%y? + y*),
o (z,y) = T3696 + 34080z + T360(a — y?) + 960(x® — 3wy?)

+ 80(z* — 62%y* + y*) + 4(2° — 102°y* + Say?).

Simdi de, (3.19) bagintisinda b = 0 ve

4%
(exp (t) — 2)°

aliarak, r-parametreli Hermite-tabanli kosiniis-Milne-Thomson tipli z. mertebeden Fu-

f(tvl) =

bini polinomlar ailesi i¢in agsagidaki uygulamalar verelim:

Mathematica Uygulamasi 28. (3.23) denklemi yardimyla, gbi(n,z,y, z;,r, 1) poli-
nomlarinin » = 2 ve r = 3 durumlarinda degerlerini hesaplayan Mathematica Uygula-

mas1 asagidaki gibidir:

g[n_,Uvect_]:=Return[Sum[Factorial[n]-((Uvect[[1]]*(n—2xs)=Uvect[[2]]"s)/(Factorial[s ]+
Factorial[n—2+s])),{s,0,Floor[n /2]}]];

> H[n_,Uvect_,r_]:=(If [r==2,g[n,Uvect], If [r>2,Return[Factorial[n]=Sum[((((Uvect[[r]]) *(j)) *(H[n

—r+j,Uvect,r—1]))/(Factorial[ j ]« Factorial[n—r+j]) ) ,{ j ,0,Floor[n/r T} ;

3 HermiteFubini[n_,x_,y_,z_,Uvect_,r_]:=2«Sum[Binomial[n,j]+ac[j,x,y,z]-H[n—j,Uvect,r],{j,0,n}];

Simplify[Table[HermiteFubini[n,x,y,1,Table[Subscript[ToString[u],ToString][i]],{i ,1,2}],2],{ n
,0,5}]]

s Simplify[Table[HermiteFubini[n,x,y,2,Table[Subscript[ToString[u], ToString][il].{i ,1,2}],2].{ n

,0,5H]]
Simplify[Table[HermiteFubini[n,x,y,1,Table[Subscript[ToString[u],ToString][i]],{i ,1,3}],3],{ n
,0,5}]]

; Simplify[Table[HermiteFubini[n,x,y,2, Table[Subscript[ToString[u], ToString[i]],{i ,1,3}],3].{ n

0,5}]]
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Mathematica Uygulamasi 28 yardimiyla, z =1, r =2, 4 = (u,u2) ve
n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, phi(n,z,y, z;u,r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-
saplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:
) = 4
) = 42+ 7z +w),
(2, 2y, 1;1,2,1) = 4(8+4x+x2 —y2+2(2+x)u1+u%+2u2) ,
) = 4(44+ 24z 4 62” + 2° — 6y° — 3wy® + 3 (2 + 2) uf)
+4uf + 24 (2 + 2) up + 12uy (8 + 4z + 2° — y* + 2uy)
rbi(4,z,y,1;ud,2,1) = 4 (308 + 176z + z* — 62%y* + y* + 48 (:1:2 — yz))
+32 (x3 — 3xy2) +4 (u‘l1 + 12ufuy + 12u§)
+16 (44 + 6% +2° — 6y* — 3z (—8 + y2)) u
+24 (8 + 4z 4+ 2° — y*) (uf + 2uo)
+16 (2 + 2) (uf + 6uus) |
rhi(5,2,y,1;@,2,1) = 4(2612 4 1540z + 2° — 102°y* + Say* + 440 (2° — ¢?))
+320 (2 — 3zy®) + 40 (2* — 62%y* + y*)
+20 (308 + 2® + a* — 48° + y* — 62 (-8 + %)) w
—160z (=22 + 3y*) us + 4u] + 80ufus + 240uquj
+40 (44 + 62% + 2° — 6y* — 3z (=8 + 7)) (uf + 2us)
+40 (8 + 4z + 2° — °) (u] + 6uquy)
+20 (2 + 2) (u] + 12ujus + 12u3) .
Mathematica Uygulamas1 28 yardimiyla, z =2, r =2, @ = (uj,uy) ve
n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, phi(n,z,y, z;d,r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmisgtir:

rb1(0,2,y,2;4d,2,1) = 8,

rbi(L,z,y,2;1,2,1) = 8(4+x+u),

Ph(2,2,y,2,@,2,1) = 8(24+8x+2” —y* +2(4+ x) ug + ui + 2uy)
Fhi(3,2,y,2;@,2,1) = 8(184+ T2z + 122° + 2° — 12y — 3zy® + 3(4 + z)u])

+8uf + 48(4 4 x)us + 24uy (244 8z + 27 — y* + 2u,) |
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Fhi(4,2,y,2;@,2,1) = 8(1704 4 736z + 2" — 62%y> + y' + 144 (2 — y°))
+128 (2 — 3ay?) + 32 (184 + 122° + 2° — 12y°) uy
—96x (—24 + y*) ur + 8 (uf + 12ufus + 12u3)
+48 (24 + 87 + 2 — y2) (u% + 2u2)
+32 (4 + z) (uf + 6uus) |

Fhi(5,2,y,2;@,2,1) = 8(18424 + 8520z + 2° — 10z°y” + 5zy* + 1840 (2* — y°))
+1920 (2 — 3zy?) + 160 (z* — 62°y* + y*)
+40 (1704 4 162° + 2* — 1449” + y*) uy + 29440z,
—19202y2u; — 24027 (—24 + y*)uy + 8u + 160u3u,
+80 (184 + 122® + 2® — 12y* — 3z (—24 4 *)) (u] + 2uo)
+80 (24 + 8z + 2 — ) (uf + 6uiuz) + 480uyu;

+40 (4 + z) (u7 + 12uius + 12u3) .

Mathematica Uygulamas1 28 yardimiyla, 2 = 1, r = 3, @ = (uy,us,u3) ve
n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, ph,(n,z,y, z;d,r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

= 4

Y

)
rhi(Lz,y, 1;4,3,1) = 42+ 2+ wy),
) = 4(8+4x+2” -y 4+ 224 2) us +uj + 2us),
) = 4(44+ 24z 4 62” + 2° — 6y° — 3wy® + 3 (2 + z) uf + uf)
+24 (2 4 ) ug + 12wy (8 + 4 + 2% — y* + 2uy) + 24us,
phi(4, 2,9, 154, 3,1) = 4(308+ 176z + 2* — 62%y® + y* + 48 (27 — ¢?))
+32 (:1:3 — 3:Ey2) + 16 (44 + 622 + 2% — 6y2) Uy
—48% (=8 + y°) ug + 4 (u] + 12ufus + 12u3)
+24 (8 + 4z + 2% — y2) (u% + 2u2) + 96uqus

+16 (2 + z) (ui’ + 6uqus + 6U3) ;
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Fb1(57$7y7 1711737 1)

4 (2612 + 1540z + 2° — 102%y* + 5zy* + 440 (2* — ¢*))
+320 (2 — 3y?) + 40 (z* — 62°y> + )

+20 (308 + 82° + z* — 48y + y* — 627 (=8 + ¢*)) w
—160x (—22 4 3y*) uy + 4u? + 80ujuy + 240uyuj

+40 (44 + 62° + 2° — 6y> — 3z (=8 + ¢*)) (u] + 2u»)
+240uTusz + 480uqus

+40 (8 + 4o + 2% — y?) (u} + 6uruz + 6us)

+20 (2 + z) (u] + 12ujus + 12u3 + 24uqus) -

Mathematica Uygulamasi 28 yardimiyla, z =2, r =3, @ = (uy, us, u3) ve

n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, ph,(n,z,y, z;d,r,1) polinomlarinin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmisgtir:

b

Fh1(4al‘7ya 2,’[_[,3, ]-)

Fh1<57 x,Y, 25 ﬁ? 37 1)

8,

8(4+ x4+ uy),
8(24+8x+x2—y2+2(4+x)u1+u%+2u2),

8 (184 + 72z + 122” + 2° — 12y° — 3ay® + 3 (4 + ) u7)
+8uf + 48 (4 + ) ug + 24uy (24 + 8z + 2° — ¥ + 2u»)
+48uyg,

8 (1704 + 736z + 2 — 62°y* + y* + 144 (2” — ¢°))

+128 (2 — 3ay?) + 32 (184 + 122° + 2® — 12y°) iy

—96x (—24 4 y*) w4 8 (uj + 12ujup + 12u3)

+48 (24 + 8z + 2% — y2) (u% + 2“2)

+192uguz 4+ 32 (4 + z) (uf + 6uyus + 6us) ,

8 (18424 + 8520z + z° — 102%y* + 5zy* + 1840 (2* — y?))
+1920 (2* — 3y*) + 160 (2" — 62°y> + )

+40 (1704 + 162° + 2" — 144y® + y* + 2 (736 — 48y*) ) uy

—2402 (=24 + y*) w1 + 8u; + 160ujus + 480u;u;
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+80 (184 + 122”4+ 2® — 12y* — 3z (=24 + ¢*)) (ui + 2uz)
—|—480u%u?, + 960uqus
+80 (24 + 8z + 2* — y?) (u} + 6usus + 6us)

+40 (4 4 z) (uj + 12uius + 12u3 + 24ujus) -

Mathematica Uygulamasi 29. (3.23) denklemi yardimyla, gb;(n,z,y, z;,r, 1) poli-
nomlarinin 7 = 4 ve z = 1 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 6zel

araliklarda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

1 hf1P40 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FN\mathfrak{h}_{1}\\left(0,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

> hf1P41 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{1}\left(1,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

5 hf1P42 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FN\\mathfrak{h}_{1}\\left(2,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

+ hf1P43 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{} _{FI\\mathfrak{h}_{1}\\left(3,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

s hf1P44 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{1}\\left(4,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

¢ hf1P45 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FN\mathfrak{h}_{1}\left(5,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[HermiteFubini[0,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{ x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x",
"y",hf1P40},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[1,x,y
,1,{2,5,-3,7},41,{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P41},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubini[2,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"
x","y",hf1P42},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[3,x,y
,1,{2,5,-3,7},41,{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P43},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubini[4,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"
x","y",hf1P44} LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[5,x,y
,1,{2,5,—-3,7},41,{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P45} ,LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]}},ImageSize —>800]

Mathematica Uygulamasi 29 yardimiyla, z = 1 ve r = 4, 4 = (2,5, —3,7) olmak
iizere, n € {0,1,2,3,4,5}, x € [-9,9], y € [—9,9] degerleri i¢in, £y (n,x,y, z; 4,7, 1)

polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.28 ile verilmistir:
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Mathematica Uygulamasi 30. (3.23) denklemi yardimyla, gby(n,z,y, z;d,r, 1) poli-
nomlarinin 7 = 5 ve z = 2 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele se¢ilmis 6zel

araliklarda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

1 hf1P50 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FI\\mathfrak{h}_{1}\\left(0,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

> hf1P51 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FI\mathfrak{h}_{1}\\left(1,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

5 hf1P52 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FN\\mathfrak{h}_{1}\\left(2,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

+ hf1P53 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F\\mathfrak{h} {1}\\left(3,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

s hf1P54 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FN\\mathfrak{h}_{1}\\left(4,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

o hf1P55 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}I\\mathfrak{h}_{1}\left(5,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right )]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[HermiteFubini[0,x,y ,2,{2,5,—3,7,8},5],{ x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel—>{"x
""y" hf1P50},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[1,x,y
,2,{2,5,—-3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P51},LabelStyle —> Directive|
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubini[2,x,y,2,{2,5,—-3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel
—>{"x","y",hf1P52},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[3,x,y
,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P53},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubini[4,x,y,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel
—>{"x","y",hf1P54},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubini[5,x,y
,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf1P55},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]}},ImageSize —>800]

Mathematica Uygulamasi 30 yardimiyla, z = 2 ve r = 5, ¥ = (2,5, —3,7,8) olmak
tizere, n € {0,1,2,3,4,5}, z € [-9,9], y € [-9,9] degerleri i¢in, phi(n,z,y, z;d,r, 1)

polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.29 ile verilmistir:
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Sekil 4.29. rh;(n, z,y,2; @, 5, 1) polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri
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4.6.2. rhy(n,z,y,z; i, 7, 1) polinomlar icin Mathematica kodlar1 ve uygulamalari

Bu alt boliimde, (3.37) denklemi Mathematica paket programinda Wolfram prog-
ramlama dili yardimiyla kodlanarak, r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson
tipli z. mertebeden Fubini polinomlarinin hem degerleri hesaplanmis hem de yiizeyleri
cizilmigtir. Ayrica, yliksek mertebeden iki parametreli siniis-Fubini tipli polinomlarin de-

gerlerini hesaplayan Mathematica kodlar1 da verilmistir.

Mathematica Uygulamasi 31. (2.116) denklemi yardimiyla, yiiksek mertebeden iki pa-
rametreli Fubini tipli polinomlarin degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi asa-

Sidaki gibidir:

s[n_,x_,y_]:= Sum[(—1)*j+*Binomial[n, 2+j+1]«x"(n—1—2xj)xy*(2+j+1), {j,0,Floor[(n—1)/2]}];

> as[n_,x_,y_.,k_]:=Sum[Binomial[n,j]+a[j,k]*s[n—j,x,y 1,{ j ,0,n}];

; TableForm[Table[as[n,x,y,1],{n,0,5}], TableHeadings—>{{ToString[ToExpression["{HoldForm

H{a}_{0}"\{s, 1\I\left(x,y\\right)]",TeXForm],TraditionalForm], ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{a}_{1}"\{s,1\)\\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{a}_{2}"\{s,1\I\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{3}"\{s,1\Nleft(x,y\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm],ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{4}"\{s,1\}\left(x,y\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{a}_{5}"\{s,1\}\\left(x,y\\
right)]", TeXForm], TraditionalForm]}}]

+ TableForm[Table[as[n,x,y,2],{n,0,5}], TableHeadings —>{{ToString[ TOExpression["{HoldForm

H{a}_{0}*\{s,2\)\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm], ToString[TOExpression["{
HoldForm}[{a}_{1}"\{s,2\\\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],ToString[
ToExpression["{HoldForm}[{a}_{2}"\{s,2\I\left(x,y\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],
ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{3}"\{s,2\Nleft(x,y\\right)]", TeXForm],
TraditionalForm], ToString[ToExpression["{HoldForm}[{a}_{4}"\{s,2\\left(x,y\\right)]",
TeXForm], TraditionalForm], ToString[ ToExpression["{HoldForm}[{a}_{5}"\{s,2\}\\left(x,y\\
right)]", TeXForm],TraditionalForm]}}]

Mathematica Uygulamasi 31 yardimiyla, £ = 1 alinarak, n € {0, 1,2,3,4,5} deger-

leri i¢in alt? (x,y) ile gosterilen yiiksek mertebeden iki parametreli siniis-Fubini tipli
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polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 agsagidaki gibi verilmistir:

CLO (33', y) = O’

a(a,y) = 2,

aSV(z,y) = 8y + day,

alV(x,y) = 48y + 24ay + 2(32%y — o),

aV(z,y) = 352y + 1922y + 16(32%y — ) + 2(42’y — day®),
sV (x,y) = 3080y + 1760zy + 160(32%y — y°) + 20(da’y — 4ay?)

+ 2(5zty — 102%y% 4 ).

Mathematica Uygulamasi 31 yardimiyla, £ = 1 alinarak, n € {0,1,2,3,4,5} deger-

leri i¢in alsv) (z,y) ile gosterilen yiiksek mertebeden iki parametreli siniis-Fubini tipli

polinomlarinin degerlerinin hesaplamalar1 agagidaki gibi verilmigtir:

ag?(w,y) = 0,

Ggsg) (ZE, y) = 4y,

a5 (,y) = 32y+8ay,

al? (z,y) = 288y + 96xy + 4(32%y — o),

al? (x,y) = 2944y + 11522y + 64(32%y — ¢°) + 4(4ay — 4day?),
a?(z,y) = 34080y + 14720y + 960(3z%y — 1) + 80(4ady — da1?)

4+ 4(52'y — 102%y® + o).

Simdi de, (3.33) bagintisinda b = 0 ve

2
(exp (t) —2)°

alininarak, r-parametreli Hermite-tabanli siniis-Milne-Thomson tipli z. mertebeden Fu-

f(tvl) =

bini polinomlar ailesi i¢in agagidaki uygulamalar: verelim:

Mathematica Uygulamasi 32. (3.37) denklemi yardimiyla, » = 2 ve r = 3 igin
rha(n, x,y, z;1,r, 1) polinomlarinin degerlerini hesaplayan Mathematica Uygulamasi

asagidaki gibidir:

1 HermiteFubiniS[n_,x_,y_,z_,Uvect_,r_]:=2+Sum[Binomial[n,j]«as|j,x,y,z]*H[n—j,Uvect,r],{j ,0,n

1
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» Simplify[Table[HermiteFubiniS[n,x,y,1,Table[Subscript[ToString[u], ToString[i]],{i ,1,2}],2],{ n

0,5}]]

; Simplify[Table[HermiteFubiniS[n,x,y,2, Table[Subscript[ToString[u], ToString[i]].{i ,1,2}],2].{ n

,0,5H]]
Simplify[Table[HermiteFubiniS[n,x,y,1,Table[Subscript[ToString[u],ToString][i]].{i ,1,3}],3],{ n
,0,5H]]

s Simplify[Table[HermiteFubiniS[n,x,y,2, Table[Subscript[ToString[u],ToString][i]],{i ,1,3}],3],{ n

,0,5}]]

Mathematica Uygulamasi 32 yardimiyla, z =1, r =2, 4 = (u,uz) ve
n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, phs(n,x,y, z; U, r, 1) polinomlarmin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

Fh?oxy717u7271 = 07

Fh? 173: yvlaU271 = 4y7

= —dy(-24—-122 - 32"+ y* — 6 (2+ z) u; — 3u] — 6uy),

( )
( )
rha(2,2,y,1;1@,2,1) = S8y (2+x+uy),
Fh2(3,2,y, 14,2, 1)
(4, )

4,2,y,1;7,2,1) = 16y (44 + 24 + 62° + 2° — 2y* — 2y”)

+16y (3 (2 +2) ul +uf +6 (2 + 2) up)

+16yuy (24 4 122 4 32 — y* + 6uy)
rha(5,2,y, 1;1,2,1) = 4 (1540y + 880xy + 5’y — 102%y° + y° + 40zy (2% — ¢?))
+320 (32%y — y*) — 80y (—62% — 2° + x(—24 + y*)) u
—160y(—22 + y*)uy
—40y (—24 — 122 — 32" + y°) (u] + 2u)

+80 (2 + ) y (uf + 6usus) + 20y (uf + 12uius + 12u3) .

Mathematica Uygulamasi 32 yardimiyla, z =2, r =2, 4 = (uj,uz) ve

n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, phs(n,z,y, z; i, r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-

134



BULGULAR VE TARTISMA N. KILAR

saplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

Fh2(0,2,y,2;4,2,1)
Fha(l,2,y,2;4,2,1)
Fha(2,2,y,2; 1,2, 1)
rb2(3,2,y,2;4,2,1)

( )

Fh? 4715;?1725177271

Fh2(57 x,vy, 2) ﬁ’ 27 1)

0,

8y,

16y (4 + 2 +wy),

—8y (=72 — 24z — 32> + y* — 6 (4 + z) u; — 3u] — 6uy),
32y (184 + 722 + 122 + 2° — 4y” — 2y/”)

+32y (3(2+ ) uf +ui + 6 (4 + 2) uy)

+32yuy (72 + 247 + 32% — y* + 6us)

8 (8520y + 3680y + Sx'y — 102°y° + y° + 80zy (2* — y?))
+1920 (32°y — ¢*) — 160y (—122% — 2° + 2(—=72 + y*)) wy
—640y(—46 + y?)uy

—80y (—72 — 24z — 3% + ) (u? + 2u,)

+160 (4 + ) y (uf + 6ugus) + 40y (u + 12ufus + 12u3) .

Mathematica Uygulamasi 32 yardimiyla, = = 1, r = 3, 4« = (uj,us,u3) ve

n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, pho(n,z,y, z;d,r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmistir:

Fh2 07$79713ﬁ7371

Fh2 1ax7ya1;67371

(

(

rha(2,2,y,1; 4,3, 1

rha(3, 2,9, 1;4,3,1
(

Fb2 4, xr,Yy, 1, U, 3, 1

)
)
)
)
)

0,

4y,

8y(2+ x4+ uy),

—4y (=24 — 122 — 32 + y* — 6 (2 + 2) wy — 3uj — 6uy) ,
16y (44 + 24z + 62° + 2° — 2y° — xy”)

+16y (3 (2 + ) ul + uf +6 (2 + ) uy)

+16yu (24 4 122 + 32° — y* + 6us) + 96yus,
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rba(5,0,y,136,3,1) = 4 (1540y + 880y + 5a'y — 102°° + 4 + 40xy (2* — 7))
+320 (32 — ) — 80y (627 — 2° +2(~24 +¢%))
~160y(—22 + y*)uy
—40y (—24 — 122 — 327 + ¢*) (u] + 2u»)
+80 (2 + z) y (uf + 6ugus + 6us)

+20y (u‘ll + 12u3uy + 12u3 + 24u1u3) .

Mathematica Uygulamas1 32 yardimyla, z = 2, r = 3, 4 = (u,ug,u3) ve
n € {0,1,2,3,4,5} olmak iizere, phs(n,z,y, z; i, r, 1) polinomlarinin degerlerinin he-

saplamalar1 asagidaki gibi verilmisgtir:

( ) = 0,

( ) = 8y,
rha(2,2,y,2;1,3,1) = 16y (4+x+uy),

( ) = 8y (—72—24z — 32" +y* — 6 (4 + ) u; — 3uj — 6uy),

( ) = —32y(—184 — 72z — 122° — 2° + 4y® + zy?)

—32y (-3 (4 +z)uf —uf —6(4+2)un)

—32yuy (—72 — 24z — 32% + y* — 6uz) + 192us,
rha(5,2,y,2;%@,3,1) = 8(8520y + 3680zy + ba'y — 102°y° + y° + 80zy (2* — y?))
+1920 (3x2y — y3) — 160y (—12:172 — ¥ (=72 + y2)) Uy
—640y(—46 + y*)u,

—80y (=72 — 24z — 32° + ¢*) (u} + 2u»)
+160 (4 + ) y (uf + 6uyus + 6us)

+40y (uiL + 12ufuy + 12u3 + 24u1u3) .

Mathematica Uygulamasi 33. (3.37) denklemi yardimiyla, ghs(n,z,y, z;,r, 1) poli-
nomlarinin » = 4 ve z = 1 durumunda, = ve y parametreleri i¢in rastgele secilmis 6zel

araliklarda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

1 hf2P40 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FI\\mathfrak{h}_{2}\\left(0,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]
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» hf2P41 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{FI\\mathfrak{h}_{2}\\left(1,x,y,1;\\vec{
u},4,1\\right)]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —>9]

3 hf2P42=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(2,x,y,1;\\vec{u
1,4,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

+ hf2P43=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(3,x,y,1;\\vec{u
1,4, 1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

s hf2P44=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h} {2}\\left(4,x,y,1;\\vec{u
1,4,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

o hf2P45=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(5,x,y,1;\\vec{u
1,4, 1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[HermiteFubiniS[0,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel—>{"x"
,"y",hf2P40},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[1,x,y
,1,{2,5,-3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf2P41} ,LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubiniS[2,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{Xx,— 9,9} ,{y,—9,9},AxesLabel —>{
"x","y",hf2P42},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[3,x,y
,1,{2,5,-3,7},41,{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf2P43},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubiniS[4,x,y,1,{2,5,—3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel—>{
"x","y",hf2P44},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[5,x,y
,1,{2,5,-3,7},4],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y" ,hf2P45} ,LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]}},imageSize —>800]

Mathematica Uygulamasi 33 yardimiyla, z = 1, r = 4, @ = (2,5,—3,7) olmak
izere, n € {0,1,2,3,4,5}, x € [-9,9], y € [-9,9] degerleri i¢in, gha(n,x,y, z;d, 7, 1)

polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.30 ile verilmistir:
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Sekil 4.30. pho(n, z,y, 1; 4,4, 1) polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri
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Mathematica Uygulamasi 34. (3.23) denklemi yardimyla, ghs(n,z,y, z;,r, 1) poli-
nomlarinin 7 = 5 ve z = 2 durumunda, x ve y parametreleri i¢in rastgele se¢ilmis 6zel

araliklarda yiizeylerini ¢izen Mathematica Uygulamasi asagidaki gibidir:

1 hf2P50=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{} _{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(0,x,y,2;\\vec{u
1,5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

> hf2P51=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(1,x,y,2;\\vec{u
1,5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

; hf2P52=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(2,x,y,2;\\vec{u
1,5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

+ hf2P53=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{} _{F\\mathfrak{h} {2}\\left(3,x,y,2;\\vec{u
1,5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

s hf2P54=Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}\\mathfrak{h}_{2}\\left(4,x,y,2;\\vec{u
1,5,1\\right)]", TeXForm], TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

o hf2P55 =Framed[ToString[ToExpression["{HoldForm}[{}_{F}I\\mathfrak{h}_{2})\\left(5,x,y,2;\\vec{
u},5,1\\right )]", TeXForm],TraditionalForm],FrameStyle —> None,FrameMargins —> 9]

7 GraphicsGrid[{{Plot3D[HermiteFubiniS[0,x,y,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"
x","y",hf2P50},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[1,x,y
,2,{2,5,—-3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf2P51},LabelStyle —> Directive|
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubini[2,x,y,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel
—>{"x","y",hf2P52},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[3,x,y
.2,{2,5,—-3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf2P53},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]},{Plot3D[HermiteFubiniS[4,x,y,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel
—>{"x","y",hf2P54},LabelStyle —> Directive[Black,Bold]],Plot3D[HermiteFubiniS[5,x,y
,2,{2,5,—3,7,8},5],{x,—9,9},{y,—9,9},AxesLabel —>{"x","y",hf2P55},LabelStyle —> Directive[
Black,Bold]]}},ImageSize —>800]

Mathematica Uygulamasi 34 yardimiyla, z = 2, r = 5, @ = (2,5,—3,7,8) olmak
tizere, n € {0,1,2,3,4,5}, z € [-9,9], y € [-9,9] degerleri i¢in, pho(n,z,y, z;u,r, 1)

polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri Sekil 4.31 ile verilmistir:
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Sekil 4.31. rhs(n, z,y,2; @, 5, 1) polinomlarinin yiizeylerinin ¢izimleri
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5. SONUCLAR

Bu tezde, r-parametreli Hermite tipli polinomlarin ve r-parametreli Hermite-tabanl
Milne-Thomson tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin bazi temel 6zellik-
leri incelenmistir. Euler formiilii ve trigonometrik fonksiyonlar yardimiyla inga edilen bu
tirete¢ fonksiyonlar1 ve bunlarin sagladigi fonksiyonel denklemler kullanilarak, Berno-
ulli tipli sayilar1 ve polinomlari, Euler tipli sayilari ve polinomlari, Genocchi tipli sayi-
lar1 ve polinomlari, tanjant sayilari, kotanjant sayilari, Chebyshev polinomlari, Dickson
polinomlari, Fubini tipli polinomlari, Hermite tipli polinomlari, Milne-Thomson tipli po-
linomlar1, Apostol tipli say1 ve polinom aileleri, iki parametreli Apostol tipli polinom
aileleri basta olmak {iizere, bircok 6zel say1 ve polinom ailelerini iceren yeni formiiller,
bagintilar, 6zdeslikler ve kombinatorik toplamlar Teorem 4.42 - Teorem 4.59 ile verilmig-
tir. Bu tez ¢alismasinda, r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinomlar
ailesinin iirete¢ fonksiyonlarinin bazi 6zel durumlar Cizelge 3.3 - Cizelge 3.12 ile sunul-
mustur. Bunlara ek olarak, Hermite tipli polinom aileleri i¢in niimerik hesaplamalar ya-
pan algoritmalar verilmistir ve bu algoritmalarin bazilar1 Mathematica paket programinda
Wolfram programlama dili yardimiyla kodlanmistir ve bu kodlar Mathematica Uygula-
mast 1 - Mathematica Uygulamas1 34 ile verilmistir. Bu kodlar ile r-parametreli Hermite
tipli polinomlar ailesinin ve r-parametreli Hermite-tabanli Milne-Thomson tipli polinom-
lar ailesinin degerleri hesaplanmig, grafikleri ve yiizeylerinin cizimleri Sekil 4.1 - Sekil
4.31 ile sunulmustur.

Bu tez caligmasinda elde edilen sonuclarin ve algoritmalarin, hesaplamali bilim ve
miithendislik alanlartyla ilgili bazi uygulamalari verilmistir. Ciinkii hesaplamali bilim ve
mithendislik alanlarinda bir gercek diinya problemin ¢oziilebilmesi veya matematiksel bir
modelin gelistirilmesi ve bilgisayar ortaminda ¢6ziilebilmesi i¢in bir algoritmanin gelis-
tirilmesi ve bu algoritmanin bilgisayar programlart yardimiyla hesaplanan sonuclarinin
saglanmas1 ve yorumlanmasi gerekmektedir. Ayrica, bu sonuclar i¢in niimerik hesapla-
malarin yapilmasi, ilgili polinomlarin grafiklerinin ve bunlarin uygulamalarinin verilmesi,
analiz ve fonksiyonlar teorisi, analitik sayilar teori, kombinatorik analiz, bilgisayarda te-
mel algoritmalar gibi matematik, fizik ve miihendislik alanlar1 bagta olmak {izere bir¢cok

bilim dallarina da katkilar saglayacak potansiyele sahiptir.
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